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Предисловие

Эта книга состоит из четырех глав.

Первые две главы содержат вводные курсы: в главе I излагает-

ся теория пространств H s типа Соболева (s ∈R) в Rn, на гладком

замкнутом многообразии и в ограниченной области с гладкой гра-

ницей, а в главе II –– основы теории общих линейных эллиптических

уравнений на таком многообразии и теории общих эллиптических

граничных задач в такой области в этих пространствах.

В главе III излагается теория основных задач для сильно эл-

липтических систем -го порядка в тех же пространствах в ограни-

ченной липшицевой области, т. е. в области с липшицевой (вообще

говоря, негладкой) границей.

В главе IV, имеющей характер обзора, кратко рассматриваются

более общие пространства H s
p бесселевых потенциалов и Bs

p = Bs
p,p

О. В. Бесова, 1 < p < ∞, и описываются их приложения к тем же

задачам.

Пространства С. Л. Соболева W s
p –– это пространства H s

p при це-

лом s¾ 0. Пространства Bs
p совпадают с пространствами Л. Н. Сло-

бодецкого W s
p при нецелом s> 0. При p= 2 пространства H s

2 и Bs
2

совпадают с H s.

В основе книги –– лекции автора, прочитанные в Независимом

московском университете в / годах, но они существенно рас-

ширены и доработаны. Наш план по сравнению с намеченным в []

изменился.

Как и [], эта книга рассчитана прежде всего на начинающих

математиков и доступна студентам-математикам, начиная с  курса

(знакомым, в частности, c основными понятиями функционального

анализа: мера Лебега, гильбертовы и банаховы пространства, ком-

пактный оператор и его спектр и т. п.).

Ссылки на материал обязательных университетских математи-

ческих курсов как правило не приводятся.

В первую очередь эта книга может быть полезна студентам

и аспирантам, которые специализируются по уравнениям в частных

производных и функциональному анализу. Но она может заинтере-
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совать и тех, кто специализируется в других областях математики,

а также математиков-прикладников и физиков.

Опишем теперь материал книги немного подробнее.

В первой главе мы сразу рассматриваем пространства H s (про-

стейшие пространства бесселевых потенциалов) и отрицательно-

го порядка, которые не являются пространствами Соболева––Сло-

бодецкого, но необходимы в главе III. Уже в случае полупростран-

ства Rn
+

, в §§  и , некоторые утверждения требуют довольно дели-

катных доказательств. Построение универсального ограниченного

оператора продолжения функций из области во все пространство,

предложенное В. C. Рычковым [], отложено до § , так как этот

оператор строится для липшицевых областей.

Во второй главе мы переходим к общей теории эллиптических

уравнений и эллиптических граничных задач. Ее построение про-

водится подробно в §§  и  в минимизированной общности, но

основные обобщения формулируются или, по крайней мере, назы-

ваются и поясняются. Это «окно» в общую теорию линейных уравне-

ний в частных производных. Не открыв такое окно, трудно оценить

в должной мере красоту и возможности применения теории про-

странств типа Соболева и научиться пользоваться ее результатами.

Добавим, что теория эллиптических уравнений и задач, построенная

на основе теории пространств типа Соболева, в свою очередь, суще-

ственно влияла на последнюю, предоставляя ей, во-первых, актуаль-

ные вопросы, во-вторых, некоторые удобные результаты.

Вопрос о том, что относится к основам теории эллиптических

уравнений, решается у нас, может быть, не вполне канонически.

Существенными разделами этой теории мы считаем теорию уравне-

ний, эллиптических с параметром, и «более классическую» теорию

сильно эллиптических уравнений, в которых на первом плане –– од-

нозначно разрешимые (а не фредгольмовы) уравнения и задачи.

Классические вариационные задачи Дирихле и Неймана для силь-

но эллиптических уравнений рассматриваются сначала в области

с гладкой границей в § . На наш взгляд, сейчас сильно эллиптиче-

ские уравнения –– скорее содержательный раздел теории эллиптиче-

ских уравнений, чем давно пройденный этап ее развития.

Третья глава начинается с § , в котором сначала обсуждается

специфика липшицевых областей и поверхностей. В частности, мы

показываем, что липшицева функция почти всюду дифференцируе-
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ма, следуя статье В. В. Степанова [], и что выпуклая функция лип-

шицева. Затем объясняются основные факты теории пространств

H s в липшицевых областях и на липшицевых поверхностях. В § 

мы, следуя работе [], обсуждаем популярные в современной ли-

тературе дискретные нормы и дискретное представление функций

(начальная информация о них изложена в п. .) и строим универ-

сальный оператор продолжения (только для пространств H s, с неко-

торыми упрощениями по сравнению с []).

В §  и §  на фоне уже описанной теории общих эллиптических

задач излагается теория основных граничных задач в липшицевых

областях в тех же простейших пространствах для сильно эллип-

тических систем -го порядка. Она занимает существенное место

в предлагаемой книге. Здесь мы развиваем и дополняем материал

прекрасно написанной книги [], к сожалению, не переведенной

на русский язык. Существенных продвижений в этой теории за по-

следние  лет было много. Что удалось сделать лично автору, от-

мечено в §  (в замечаниях к § ). При изложении этой теории

ее технические детали были подвергнуты некоторой методической

чистке. Вряд ли эту теорию можно считать полностью завершенной.

Эти параграфы и их продолжение в §  могут быть интересны для

специалистов по теории уравнений в частных производных и функ-

циональному анализу.

Автору в свое время довелось принять участие в разработке об-

щей теории (псевдодифференциальных) эллиптических задач и со-

ответствующих спектральных задач, а в недавние годы –– теории

задач в липшицевых областях. Последняя заставила несколько по-

новому оценить классические вещи, что послужило одним из сти-

мулов к написанию настоящей книги. Можно надеяться, что и чи-

тателю будет интересно сравнить эти теории.

Главным приоритетом для автора была доступность изложения.

Поэтому формулировки или доказательства не везде приводятся

в максимальной общности.

Начинающий математик заслуживает не только замкнутого из-

ложения простейшего варианта теории, но также и объяснений

того, что есть дальше, по возможности без излишних подробно-

стей. Поэтому в книгу включена обзорная четвертая глава, по-

священная обобщениям материала первых трех глав на простран-

ства H s
p бесселевых потенциалов и пространства Bs

p О. В. Бесова.

Это важный, но довольно громоздкий материал, и на его полное
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изложение со всеми доказательствами ушло бы слишком много

места. Разумеется, изложение сопровождается ссылками на лите-

ратуру, главным образом на монографии. Эта глава начинается

с очерка теории интерполяции в § , написанного с позиций «по-

требителя» этой замечательной теории. Хотя это обзорный пара-

граф, в нем доказывается несколько очень полезных теорем. В § 

также доказываются важные теоремы в дополнение к материалу

главы III.

Мы отклоняемся от традиции доказывать все, которой обычно

придерживаются авторы книг по математике, но стараемся коммен-

тировать все излагаемые определения и факты. Характер изложе-

ния у нас ближе к лекционному, чем к книжному. Для лектора важ-

нее неформальная четкость, чем формальная полнота изложения.

В качестве справочника по соболевским пространствам и эллип-

тическим задачам эта книга не годится.

Мы пользуемся понятиями теории обобщенных функций, она

кратко изложена в предыдущей книжке автора [], на которую мы

будем ссылаться. (Можно, конечно, пользоваться и другими кни-

гами по обобщенным функциям, например книгой И. М. Гельфанда

и Г. Е. Шилова [].) С другой стороны, продолжением настоящей

книги должна стать третья книга []. Там, в частности, будет объяс-

нена идея построения исчисления псевдодифференциальных эллип-

тических операторов, а здесь мы ограничиваемся классическим ме-

тодом «замораживания коэффициентов», который не потерял свое-

го значения, прозрачен и заслуживает освоения. По мнению автора,

для начинающего аналитика это полезнее делать до изучения исчис-

ления псевдодифференциальных операторов, не говоря уже о гро-

моздком исчислении псевдодифференциальных эллиптических за-

дач. Метод замораживания коэффициентов используется не только

при исследовании «гладких» эллиптических задач, но и при выводе

неравенства Гординга в липщицевых областях.

Однако псевдодифференциальные операторы будут неоднократ-

но упоминаться, поэтому мы формулируем определения и несколь-

ко основных фактов их теории.

Для ориентировки читателя мы в ряде мест затрагиваем спек-

тральные задачи, но без подробных доказательств теорем, лежащих

в основе исследования этих задач. Изложение этих теорем тоже пла-

нируется в []. Также без доказательства приводятся формулы для

асимптотик собственных значений.
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В §  излагаются справочные сведения из общей теории ли-

нейных операторов. С доказательствами здесь изложен матери-

ал, относящийся к фредгольмовым операторам и к теореме Лак-

са––Мильграма. Затем формулируются некоторые основные факты

спектральной теории операторов (п. .) и утверждения, относя-

щиеся к псевдодифференциальным операторам (п. .).

§  содержит комментарии к предыдущим параграфам. Кроме

детализации ссылок на литературу, здесь упоминаются разделы тео-

рии эллиптических уравнений и задач для них, иногда обширные,

примыкающие к изложенному материалу, но не затронутые в нем.

Автор снова благодарит своих слушателей, особенно Полину Вы-

тнову, Николая Горева, Василия Новикова и Михаила Сурначёва,

обсуждения с ними очень помогли при отборе материала и поиске

наиболее доступной формы изложения.

Особую благодарность автор хотел бы выразить В. И. Овчинни-

кову за чтение и критику первоначального текста § .

Величайшей удачей для автора оказалось то обстоятельство, что

Татьяна Александровна Суслина согласилась взять на себя обязан-

ности научного редактора. Она была первым читателем текста кни-

ги, как выяснилось, еще сырого. Благодаря ее высочайшей матема-

тической квалификации, исключительной добросовестности и ин-

тересу к тематике, она нашла не только очень много опечаток и мел-

ких неточностей, но и ряд существенных математических дефектов,

нуждавшихся в исправлении, а также возможных улучшений. В ре-

зультате текст книги очень сильно улучшился.

Работа автора по сильно эллиптическим системам в липшице-

вых областях поддерживалась грантами РФФИ. Последний из них ––

---a.

Автор будет благодарен читателям за любые замечания и просит

присылать их по адресу magran@orc.ru



Предварительные замечания

Для положительного числа s через [s] обозначается его целая

часть.

Натуральными называются целые положительные числа.

Функционал ϕ(x) над линейным пространством X называется

антилинейным, или сопряженно-линейным, если

ϕ(αx+β y) = ¯̄αϕ(x)+ ¯̄βϕ( y)

для любых элементов x, y из X и любых комплексных чисел α, β .

Функционал Φ(x, y) называется полуторалинейным, если он линеен

по первому аргументу и антилинеен по второму.

В понятие подпространства (в банаховом или гильбертовом

пространстве) включается условие его замкнутости.

Функция f (x)= f (x1, …, xm) от нескольких вещественных или

комплексных переменных называется положительно однородной

степени h (∈R), если f (tx)= th f (x) при t>0.

Две нормы в банаховом пространстве называются эквивалент-
ными, если их отношение заключено между положительными по-

стоянными.

Постоянные Ck мы обычно нумеруем в пределах связных рассуж-

дений; когда тема меняется, мы нумеруем их заново.

В случае, когда рассматривается пространство вектор-функций

размерности m с элементами из пространства X , иногда пишут X m.

Мы не будем указывать размерность, она всегда будет ясна из кон-

текста. Норму вектор-функции f = ( f1, …, fm) можно определять ра-

венствами

‖ f ‖ = [‖ f1‖p
+…+‖ fm‖p]1/p

с любым p¾1, эти нормы эквивалентны.

Интеграл без указания множества, по которому производится

интегрирование, берется по Rn.

Наши обозначения для производных: D j =−i∂/∂x j=−i∂ j.



Глава I

Пространства Hs

§ . Пространства Hs(Rn)

.. Определение и простейшие свойства. Исходным будем

считать следующее определение пространства H s(Rn)=H s(Rn
x) бес-

селевых потенциалов. Пусть s –– вещественное число. Введем снача-

ла пространство bH s(Rn
ξ
) измеримых по Лебегу комплекснозначных

функций bu(ξ), для которых конечна величина
∫

(1+ |ξ|2)s|bu(ξ)|2 dξ. (..)

Это линеал в пространстве Шварца S
′(Rn

ξ
) обобщенных функций

умеренного роста (см., например, [, п. .]). Пространство H s(Rn
x)

состоит из таких обобщенных функций u∈S′=S
′(Rn

x), что преобра-

зование Фурье

bu(ξ) = Fu(ξ) =
∫

e−iξ·xu(x) dx (..)

в смысле обобщенных функций (см. [, п. .]) принадлежит bH s(Rn
ξ

).

Величина (..) принимается за квадрат нормы в H s(Rn
x) и одновре-

менно в bH s(Rn
ξ

):

‖u‖2H s(Rn
x ) = ‖bu‖2bH s(Rn

ξ
)
=

∫
(1+ |ξ|2)s|bu(ξ)|2 dξ. (..)

Очевидно, что H s(Rn) –– линейное нормированное пространст-

во. Его образ Фурье bH s(Rn) –– это весовое пространство типа L2. Та-

кое пространство, как известно, полно и, значит, банахово. (См.,

например, [, т. I, гл. III, п. ].) Поэтому и H s(Rn) –– банахово про-

странство. Более того, как и bH s(Rn), это гильбертово пространство
со скалярным произведением

(u, v)s,Rn
x
= (bu, bv)s,Rn

ξ
=

∫
(1+ |ξ|2)sbu(ξ)bv(ξ) dξ. (..)

Индекс s=0 будем опускать.

Очевидно, что ‖u‖H s(Rn )¶ ‖u‖Hσ(Rn ) при s<σ, так что простран-

ство с бо́льшим индексом непрерывно вложено в пространство
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с меньшим индексом. Пространство H0(Rn) совпадает с L2(Rn)

в силу равенства Парсеваля

∫
|Fu|2 dξ = (2π)n
∫
|u|2 dx (..)

(нормы при этом совпадают с точностью до несущественного чис-

лового множителя). Поэтому все пространства H s(Rn) с неотрица-
тельным s состоят из обычных квадратично интегрируемых, т. е.

интегрируемых с квадратом модуля, комплекснозначных функций.

Дельта-функция δ(x), поскольку ее преобразование Фурье –– едини-

ца ([, п. .]), принадлежит H s(Rn) при s<−n/2.

Далее, у функций из H1(Rn) производные первого порядка в

смысле обобщенных функций принадлежат L2(Rn). Действительно,

D j u(x)=−i∂u(x)/∂x j –– обратное преобразование Фурье от квадра-

тично интегрируемой функции ξ jbu(ξ) (см. [, § ]). Мы можем по-

этому дать второе определение пространства H1(Rn): оно состоит

из таких функций u(x) из L2(Rn), что все их первые производные

D j u(x) в смысле обобщенных функций тоже являются функциями

из L2(Rn); при этом норма определяется формулой

‖u‖2
H1(Rn )

=

∫�
|u(x)|2+

n∑
1

|D j u(x)|2
�

dx. (..)

Совпадение этой формулы с (..) при s= 1 c точностью до число-

вого множителя следует из равенства Парсеваля.

Более общий и легко проверяемый факт состоит в следующем.

Теорема ... При натуральном m пространство Hm(Rn) со-
стоит из таких квадратично интегрируемых функций, что их
производные в смысле обобщенных функций до порядка m включи-
тельно –– квадратично интегрируемые функции. При этом норму
в Hm(Rn) можно определить равенством

‖u‖′2Hm(Rn ) =

∫ ∑
|α|¶m

|Dαu(x)|2 dx. (..)

Соответствующее скалярное произведение имеет вид

(u, v)′m,Rn =

∫ ∑
|α|¶m

Dαu(x) ·Dαv(x) dx. (..)

 Множитель (2π)n станет ненужным (и преобразование Фурье станет унитар-

ным), если в формуле (..) написать (2π)−n/2 перед знаком интеграла. Но мы при-

держиваемся обозначений в [] и [].
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Как в [] и во многих других книгах,

α = (α1, …, αn) ∈ Zn
+

, |α| = α1+…+αn, Dα = Dα1

1 …Dαn
n .

Нормы ‖u‖′m и ‖u‖m эквивалентны, это следует из очевидного нера-

венства

0 < C1 ¶

∑
|α|¶m

|ξα|2

(1+ |ξ|2)m ¶ C2, (..)

где ξα=ξ
α1

1 …ξαn
n и постоянные C1 и C2 не зависят от ξ.

Именно так соболевские пространства Hm
=W m

2 натурального

порядка m были введены в [, п. .]. По существу это и есть опре-

деление C. Л. Соболева (у него m целое неотрицательное, но он

рассматривал также пространства W m
p с целым неотрицательным m

и p>1, о которых мы будем говорить в § ).

Отметим еще одну возможность, состоящую в том, что в суммах

справа в (..) и (..) оставляются только слагаемые с α= (0, …, 0),

(m, 0, …, 0), …, (0, …, 0, m). Такое определение тоже эквивалентно

исходному.

Замечания. . Из (..) следует также, что любой оператор
в частных производных с постоянными коэффициентами порядка m
действует ограниченным образом из H s(Rn) в H s−m(Rn) при любом
s∈R. Немного дальше, в п. ., мы обобщим это утверждение на опе-

раторы с «достаточно хорошими» переменными коэффициентами.

. Как видно из определения, при нецелом положительном s,

s=m+ θ , m ∈ Z+, 0< θ < 1, пространство H s(Rn) состоит из всех

функций, принадлежащих Hm(Rn), у которых производные порядка

m принадлежат Hθ (Rn).

Зàäà÷à. Проверьте, что нормы в H s(Rn) инвариантны относи-

тельно сдвигов: для uh(x)=u(x+h)

‖uh‖H s(Rn) = ‖u‖H s(Rn ) и ‖uh‖′Hm(Rn ) = ‖u‖
′
Hm(Rn ). (..)

Положим

H∞(Rn) =
⋂

H s(Rn), H−∞(Rn) =
⋃

H s(Rn). (..)

.. Теоремы вложения. Из сказанного выше видно, что эле-

менты пространства H s(Rn) тем «лучше», чем больше s. Еще более

отчетливо это видно из теорем вложения, доказанных С. Л. Собо-

левым для натуральных s. Простейшая теорема вложения состоит

в следующем.
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Теорема ... Пусть s вещественно и s>n/2. Тогда любая функ-
ция u(x) из H s(Rn) равномерно непрерывна и ограничена после,

возможно, исправления на множестве нулевой лебеговой меры. При
этом справедливо неравенство

sup |u(x)| ¶ C1‖u‖H s(Rn) (..)

с не зависящей от u(x) постоянной C1. Более того, при

0 < ϑ < s−n/2, ϑ < 1 (..)

функция u(x) удовлетворяет равномерному условию Гёльдера поряд-
ка ϑ. При этом

sup
x 6=y

|u(x)−u( y)|
|x− y|ϑ ¶ C2‖u‖H s(Rn ) (..)

c не зависящей от u постоянной C2.

Доказательство. При сделанных предположениях преобразова-

ние Фурье bu(ξ) функции u(x) –– суммируемая функция: в силу нера-

венства Шварца

∫
|bu(ξ)|dξ ¶
�∫

(1+ |ξ|2)s|bu(ξ)|2 dξ
�1/2�∫

(1+ |ξ|2)−s dξ
�1/2

=

= C3‖u‖H s(Rn ), (..)

так как последний интеграл сходится. Поэтому почти всюду

u(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξbu(ξ) dξ. (..)

Действительно, u(x) как обобщенная функция восстанавливается

по своему преобразованию Фурье формулой (см. п. . в [])

〈u,ϕ〉 = 〈bu, F−1[ϕ]〉 =
∫
bu(ξ)

1
(2π)n

∫
eix·ξϕ(x) dx dξ.

Здесь ϕ –– любая функция из пространства Шварца S=S(Rn) быст-

ро убывающих со всеми производными бесконечно гладких функ-

ций []. В правой части можно поменять местами интегралы по

теореме Фубини:

〈u,ϕ〉 =
∫
ϕ(x)

1
(2π)n

∫
eix·ξbu(ξ) dξ dx,

и видно, что функция u(x) должна совпадать с правой частью

в (..) почти всюду. Теперь можно воспользоваться известным
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фактом из анализа: (обратное) преобразование Фурье от суммируе-

мой функции –– непрерывная ограниченная функция. Это, впрочем,

легко проверяется. Более того, из (..) и (..) следует (..).

Для проверки равномерной непрерывности функции u(x) мож-

но использовать оценку

|u(x)−u( y)|¶ 1
(2π)n

∫
|ei(x−y)·ξ−1||bu(ξ)|dξ.

Разобьем интеграл справа на интеграл по шару

OR(0) = {ξ : |ξ| ¶ R}

и по его дополнению. При заданном ǫ>0 интеграл по дополнению

меньше ǫ/2, если R достаточно велико (см. (..)). При фиксиро-

ванном R интеграл по шару меньше ǫ/2, если модуль |x− y| доста-

точно мал.

Равномерная непрерывность следует, конечно, и из неравенства

(..). Для его проверки заметим, что

|eiz·ξ−1|2 = [cos(z ·ξ)−1]2
+ sin2(z ·ξ) =

= 2−2 cos(z ·ξ) = 4 sin2[(z ·ξ)/2]. (..)

Поэтому

|u(x)−u( y)|
|x− y|ϑ ¶ (2π)−n

∫ 2| sin[(x− y) ·ξ/2]|
|x− y|ϑ|ξ|ϑ |ξ|ϑ|bu(ξ)|dξ. (..)

Легко проверяется, что дробь под знаком интеграла ограничена по-

стоянной:
2| sin[(x− y) ·ξ/2]|
|x− y|ϑ|ξ|ϑ ¶ C4. (..)

Действительно, для этого достаточно воспользоваться неравенст-

вом | sin t|¶ |t| при |t|¶π/2 и неравенством | sin t|¶1 при остальных

|t|. Остается учесть, что в силу неравенства Шварца

∫
(1+ |ξ|2)ϑ/2|bu(ξ)|dξ ¶

¶

�∫
(1+ |ξ|2)s|bu(ξ)|2 dξ

�1/2�∫
(1+ |ξ|2)−s+ϑ dξ

�1/2
,

где по предположению −s+ϑ<−n/2.

Зàäà÷à . Дополнительно покажите, используя аппроксимацию

функции bu(ξ) в bH s(Rn) финитными гладкими функциями, что при

предположениях теоремы u(x)→0 при x→∞.
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Пример. Убедимся в точности условия s> n/2 следующим об-

разом. Пусть n= 1, s= 1/2. Рассмотрим семейство функций ut(x)

с преобразованиями Фурье but(ξ)= (1+ |ξ|)−t, t > 1. Все эти функ-

ции принадлежат H1/2(R). Для этого семейства функций неравен-

ство (..) с s=1/2 неверно. Действительно, так как функции but(ξ)

абсолютно интегрируемы, то

ut(0) = (2π)−1
∫

(1+ |ξ|)−t dξ.

С точностью до постоянного множителя эта величина равна (t−1)−1.

С другой стороны, квадрат нормы функции ut(x) в H1/2(R) имеет

тот же порядок при t→ 1. Действительно, соответствующий инте-

грал ∫
(1+ |ξ|2)1/2(1+ |ξ|)−2t dξ

легко вычисляется, если в нем заменить 1+ |ξ|2 на (1+ |ξ|)2, и он

имеет порядок (t−1)−1. Остается заметить, что неравенство

(t−1)−1 ¶ C(t−1)−1/2

с любой постоянной C неверно, конечно, при малых t−1.

Введем пространства C s
b(Rn), s¾ 0. Пространство Cm

b (Rn) с це-

лым неотрицательным s = m состоит из функций с непрерывны-

ми и ограниченными производными до порядка m включительно

и нормой

‖u‖Cm
b (Rn) = sup |Dαu(x)|, (..)

где верхняя грань берется по всем x ∈ Rn и всем α с |α| ¶ m.

Пространство Cm+ϑ
b (Rn), 0 < ϑ < 1, называемое пространством

Гёльдера, состоит из всех функций пространства Cm
b (Rn), у кото-

рых старшие производные удовлетворяют равномерному условию

Гёльдера порядка ϑ; норма в Cm+ϑ
b (Rn) определяется равенством

‖u‖Cm+ϑ
b (Rn ) = ‖u‖Cm

b (Rn)+ sup
|Dαu(x)−Dαu( y)|
|x− y|ϑ , (..)

где верхняя грань берется по всем x и y, x 6= y, и всем α с |α|=m.

При s= 0 будем писать Cb(Rn). Наш значок b указывает на равно-

мерную ограниченность. Если он опущен, то имеются в виду все

функции указанной гладкости в Rn.

Замечание. Пространства Cm+ϑ
b (Rn) обозначают также через

Cm,ϑ
b (Rn). Последнее пространство определяется и при ϑ = 1: оно
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состоит из функций u(x), принадлежащих Cm
b (Rn), производные

порядка m которых удовлетворяют равномерному условию Лип-
шица –– условию Гёльдера порядка . Норма в нем определяется

формулой (..) с ϑ = 1. Согласно известной теореме функция,

удовлетворяющая условию Липшица, почти всюду дифференциру-

ема и имеет ограниченные первые производные. (Мы докажем эту

теорему в § .) Поэтому функции из Cm,1
b (Rn) почти всюду имеют

производные порядка m+1 и эти производные ограничены.

Утверждению теоремы .. можно придать следующую форму:

при s ¾ n/2 + θ , где 0 < θ < 1, пространство H s(Rn) непрерывно
вложено в пространство Cϑb (Rn), если 0<ϑ < θ . Легко получается

следующее обобщение.

Теорема ... Пусть s¾ n/2+m+ θ , где m –– целое неотрица-
тельное число и 0<θ < 1. Тогда пространство H s(Rn) непрерывно
вложено в пространство Cm+ϑ

b (Rn) при 0<ϑ<θ .

Здесь, как и раньше и позже в подобных утверждениях, подра-

зумевается возможное исправление функций на множестве нулевой

меры.

Зàäà÷à . Проверьте утверждение теоремы ...

Замечание. Этим результатам можно придать и такую форму.

При s>n/2+ t, где t>0, пространство H s(Rn) непрерывно вложено
в пространство C t

b(Rn).

Но это утверждение можно усилить: если t нецелое, то непре-
рывное вложение имеет место и при s= n/2+ t. См. [, п. ..].

Доказательство требует привлечения дополнительных технических

средств, и мы не будем его воспроизводить.

Следствие ... Если u принадлежит H∞(Rn), то это бесконеч-
но гладкая функция с ограниченными квадратично интегрируемы-
ми производными всех порядков после, возможно, исправления этой
функции на множестве нулевой меры.

Следующую теорему для натуральных s тоже доказал C. Л. Со-

болев.

Теорема ... Пусть 0< s<n/2 и

s ¾
n
2
− n

p
, 2 < p < ∞. (..)

Тогда пространство H s(Rn) непрерывно вложено в пространство
Lp(Rn).
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Это означает, что

‖u‖Lp(Rn ) =

�∫
|u(x)|p dx
�1/p
¶ C‖u‖H s(Rn ). (..)

Доказательство этой теоремы в несколько ослабленной формули-

ровке (co строгим неравенством для s в (..)) мы наметим в п. .

со ссылкой на неравенство Юнга, которое получим в п. . из ин-

терполяционных соображений. Элементарные све́дения о простран-

ствах Lp помещены в п. .. Сейчас и в п. . достаточно знать,

что Lp(Rn) при 1¶ p<∞ –– банахово пространство с нормой слева

в (..) и что в нем плотно множество финитных гладких функций.

.. Пространства Hs(Rn) отрицательного порядка.

Теорема ... При натуральном m пространство H−m(Rn) со-
стоит из конечных сумм производных до порядка m включительно
в смысле обобщенных функций от функций из L2(Rn).

Доказательство. Как мы уже отметили в конце п. ., дифферен-

цирование порядка m переводит функции из L2(Rn) в функции из

H−m(Rn). Пусть теперь u∈H−m(Rn) и bu(ξ)= Fu. Тогда

w(ξ) = (1+ |ξ1|m+…+ |ξn|m)−1bu(ξ) ∈ L2(Rn),

так как

0 < C1 ¶
1+ |ξ1|m+…+ |ξn|m

(1+ |ξ|2)m/2
¶ C2

c не зависящими от ξ постоянными. Значит,

bu(ξ) = w(ξ)+ξm
1 w1(ξ)+…+ξm

n wn(ξ)

почти всюду, где wj (ξ)= (|ξ j|/ξ j)
mw(ξ) при ξ j 6=0 и wj (ξ)=0 в про-

тивном случае. Функции wj принадлежат L2(Rn). Поэтому

u = u0+Dm
1 u1+…+Dm

n un

в смысле обобщенных функций, где все функции u j(x) принадлежат

L2(Rn).

Следствие ... Пространство H−∞(Rn) содержит все обоб-
щенные функции с компактными носителями.

Действительно, непрерывная функция с компактным носителем

принадлежит, конечно, L2(Rn), так что достаточно воспользоваться

теоремой о структуре финитной обобщенной функции: это конеч-

ная сумма производных некоторых порядков (в смысле обобщенных

функций) от финитных непрерывных функций ([, теорема ..]).�
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.. Изометрические изоморфизмы Λt. Следующее предложе-

ние –– модель для некоторых теорем теории эллиптических операто-

ров в §  и []. Через I обозначаем единичный оператор, через ∆ ––

оператор Лапласа.

Теорема ... Оператор I−∆ изоморфно и изометрически отоб-
ражает пространство H s(Rn) на пространство H s−2(Rn) при лю-
бом s.

Точнее, изометрия имеет место при нашем первоначальном

определении пространств H s(Rn). Действительно, в образах Фурье

оператор I −∆ действует как умножение на 1+ |ξ|2. Пространства

H s(Rn) очень удобны для рассмотрения этого оператора. В [] мы

увидим, что они удобны и при построении общей теории эллипти-

ческих псевдодифференциальных операторов.

Вот ближайшее и очевидное обобщение.

Теорема ... Пусть s и t –– любые вещественные числа. Тогда
оператор

Λ
t
= F−1(1+ |ξ|2)t/2F (..)

изоморфно и изометрически отображает пространство H s(Rn) на
пространство H s−t(Rn). Обратным к нему является оператор Λ−t.

Как видно из нашего обзора в п. ., оператор (..) –– это

пример эллиптического псевдодифференциального оператора по-

рядка t. Он на самом деле является степенью порядка t/2 оператора

1−∆. В частности, Λ2
=−∆+1.

Функцию Λ
t g, где g ∈ L2(Rn), по крайней мере при отрица-

тельных t, иногда называют бесселевым потенциалом порядка t.

Пространство H s(Rn) можно определить как Λ−sL2(Rn) –– образ про-

странства L2(Rn) при действии на него оператора Λ−s. Видимо,

в связи с этим пространства H s(Rn) и называют пространствами

бесселевых потенциалов. Более общие пространства H s
p бесселевых

потенциалов будут рассмотрены в § . У этих пространств есть,

впрочем, и другие названия, мы их там укажем.

.. Плотные подмножества. Пространство S = S(Rn) содер-

жится, конечно, во всех пространствах H s(Rn).

Теорема ... При любом s пространство H s(Rn) совпадает
с пополнением пространства S по норме ‖ · ‖H s(Rn).

Доказательство. Пусть u∈H s(Rn). Тогда функция (1+|ξ|2)s/2bu(ξ)

принадлежит L2(Rn
ξ

) и может быть там приближена финитными
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бесконечно гладкими функциями vk(ξ). Запишем vk в виде

vk(ξ) = (1+ |ξ|2)s/2wk(ξ), где wk(ξ) =
vk(ξ)

(1+ |ξ|2)s/2
.

Конечно, wk(ξ) –– тоже финитные бесконечно гладкие функции,

и они сходятся к bu(ξ) в пространстве bH s(Rn). Их прообразы Фурье

заведомо принадлежат S и сходятся к u в H s(Rn).

Следствие ... Если σ> s, то пространство Hσ(Rn) плотно
в H s(Rn).

Усилим утверждение теоремы ...

Теорема ... При любом s пространство H s(Rn) является по-
полнением линеала C∞

0 (Rn)=D=D(Rn) по норме в H s(Rn).

Доказательство. Достаточно показать, что любую функцию u(x)

из S можно аппроксимировать финитными бесконечно гладкими

функциями по норме в H s(Rn). Более того, достаточно показать это

при натуральном s, что мы сейчас и сделаем. Пусть ϕ(x) –– функция

из D, равная 1 при |x|¶1. Положим

uǫ(x) = u(x)ϕ(ǫx).

Тогда uǫ→u в L2(Rn) при ǫ→0, и при любом α, 0< |α|¶ s,

Dα[uǫ(x)−u(x)]=

= Dαu(x) · [ϕ(ǫx)−1]+
∑

cβγDβu(x) ·Dγϕ(ǫx), (..)

где α=β+γ и γ 6=0. Так как

Dγϕ(ǫx) = ǫ|γ|(Dγϕ)(ǫx),

то ясно, что правая часть в (..) стремится к 0 в L2(Rn) при ǫ→0.

Значит, uǫ→u в H s(Rn).

Мы видим, что при любом s пространство H s(Rn) можно опре-
делить как пополнение линеала C∞

0 (Rn) по норме в этом простран-
стве.

Эти утверждения будут дополнены в п. ..

Зàäà÷à. Проверьте, что если s>0, u∈H s(Rn), uk∈C∞
0 (Rn) и uk→u

в H s(Rn), то Dαuk→ Dαu в H s−|α|(Rn) при |α|¶ s. (См. замечание 

в п. ..)
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.. Линейные непрерывные функционалы над Hs(Rn). Рас-

смотрим вопрос об описании, или реализации, пространства, со-

пряженного к пространству H s(Rn), т. е. пространства линейных

непрерывных функционалов над H s(Rn). Таких реализаций имеется

две.

Первая состоит в том, что, поскольку H s(Rn) –– гильбертово про-

странство со скалярным произведением (..), общий вид линейно-
го непрерывного функционала f (u) над H s(Rn) есть

f (u) = (u, v)s,Rn , (..)

где v –– любой фиксированный элемент из H s(Rn), он однозначно
определяется по f .

Вторая состоит в использовании двойственности между H s(Rn)

и H−s(Rn). Дело в том, что форма (u, v)Rn = (u, v)0,Rn на H0(Rn) (ин-

декс 0 у формы будем опускать) продолжается на прямое произве-
дение H s(Rn)×H−s(Rn) по формуле

(u, v)Rn =

∫
bu(ξ) ·bv(ξ) dξ (..)

и при этом так продолженная форма удовлетворяет обобщенному
неравенству Шварца

|(u, v)Rn | ¶ ‖u‖H s(Rn )‖v‖H−s(Rn ). (..)

Последнее получается применением к
∫
bu(ξ) ·bv(ξ) dξ =
∫

(1+ |ξ|2)s/2bu(ξ) · (1+ |ξ|2)−s/2bv(ξ) dξ

обычного неравенства Шварца.

Теорема ... При любом s каждый линейный непрерывный функ-
ционал f (u) над H s(Rn) может быть представлен в виде

f (u) = (u, w)Rn , (..)

где w –– элемент из H−s(Rn), однозначно определяемый по f . И об-
ратно, при любом w ∈ H−s(Rn) выражение (..) есть линейный
непрерывный функционал над H s(Rn).

Доказательство. Второе утверждение очевидно. Чтобы прове-

рить первое, положим u1 = Λ
su (см. (..)). Тогда u1 ∈ H0(Rn) и

g(u1)= f (u) –– линейный непрерывный функционал над H0(Rn). По-

этому

f (u) =
∫
bu1(ξ)bv1(ξ) dξ =
∫

(1+ |ξ|2)s/2bu(ξ)bv1(ξ) dξ,
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где v1∈H0(Rn). Отсюда видно, что

f (u) = (u, w)Rn , где w = Λsv1 ∈ H−s(Rn).

Замечание. Очевидно, что эти две реализации одного и того же

линейного непрерывного функционала над H s(Rn) связаны следую-

щим образом:

(u, v)s,Rn = (u, w)Rn , где w = Λ2sv. (..)

Отметим еще, что в отличие от [] мы теперь как правило будем

пользоваться скалярными произведениями, т. е. полуторалинейны-

ми формами, а не билинейной формой 〈· , ·〉. Можно было бы и не

устраивать таких различий при изложении теории обобщенных

функций и теории пространств типа Соболева, но так будет ближе

к традиции.

.. Нормы дробного положительного порядка. Как мы виде-

ли, при натуральных s в H s(Rn) есть норма, которая записывает-

ся без преобразования Фурье. Сейчас мы укажем такую норму для

нецелых положительных s.

Теорема ... Пусть s=m+ θ , где m –– целое неотрицательное
число и 0<θ <1. Тогда норма в H s(Rn) эквивалентна норме, опреде-
ляемой равенством

‖u‖′2H s(Rn ) = ‖u‖
′2
Hm(Rn )+
∑
|α|=m

∫∫ |Dαu(x)−Dαu( y)|2
|x− y|n+2θ

dx dy. (..)

Пространства H s(Rn)=W s
2 (Rn) с нецелыми s> 0 как простран-

ства с нормами (..) ввел Л. Н. Слободецкий []. Эти нормы тоже

инвариантны относительно сдвигов.

Доказательство теоремы. Рассмотрим случай m= 0 и вычис-

лим интеграл ∫∫ |u(x)−u( y)|2
|x− y|n+2θ

dx dy (..)

через преобразование Фурье bu(ξ) функции u(x), считая ее фи-

нитной и бесконечно гладкой. Результат, который нужно полу-

чить, приведен ниже в формуле (..). Интеграл (..) абсолютно

сходится, так как на компакте supp u(x) × supp u( y) особенность

при x = y интегрируема (имеет с учетом гладкости u(x) порядок

n−2+2θ ), а вне этого множества интегрируемы |u(x)|2|x− y|−n−2θ



 Глава I. Пространства H s

и |u( y)|2|x − y|−n−2θ . Полагая y = x + z, перепишем этот интеграл

в виде «повторного» интеграла∫
1

|z|n+2θ dz
∫
|u(x)−u(x+ z)|2 dx. (..)

Внутренний интеграл в силу равенства Парсеваля (..) равен с точ-

ностью до постоянного множителя∫
|1− eiz·ξ|2|bu(ξ)|2 dξ.

Здесь согласно формуле (..)

|1− eiz·ξ|2 = 4 sin2[(z ·ξ)/2].

Подставив все это в (..) и изменив порядок интегрирования по

теореме Фубини, рассмотрим получающийся интеграл

4
∫
|bu(ξ)|2 dξ
∫ sin2[(z ·ξ)/2]

|z|n+2θ dz. (..)

Здесь внутренний интеграл запишем в виде∫
sin2
�

1
2
|z||ξ| cosϕ
�

dz
|z|n+2θ ,

где ϕ –– угол между векторами z и ξ. Перейдем к сферическим ко-

ординатам: z = rω, |ω| = 1, dz = rn−1dr dS. Получим «повторный»

интеграл
∫

S

dS
∞∫

0

sin2
�

1
2

r|ξ| cosϕ
�

dr
r1+2θ ,

где S –– единичная сфера. Здесь во внутреннем интеграле сделаем

замену
1
2

r|ξ| cosϕ = τ (перейдем от переменного r к переменно-

му τ). Получим

2−2θ |ξ|2θ
∫

S

cos2θ ϕ dS
∞∫

0

sin2 τ

τ1+2θ dτ = C ′θ |ξ|2θ ,

где постоянная C ′
θ

не зависит от ξ. Мы показали, что
∫∫ |u(x)−u( y)|2

|x− y|n+2θ
dx dy = 4Cθ
∫
|ξ|2θ |bu(ξ)|2 dξ, (..)

где постоянная Cθ тоже не зависит от ξ. Этот результат предельным

переходом распространяется на u ∈ Hθ (Rn). Этим теорема факти-

чески доказана для m= 0. На ненулевые m она распространяется

очевидным образом.

Зàäà÷à. Напишите скалярное произведение, отвечающее норме

(..).
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.. Оценки промежуточных норм.

Предложение ... Пусть τ< s<σ. Тогда для любого ǫ>0 най-
дется такое Cǫ > 0, что для функций u∈Hσ(Rn) справедливо нера-
венство

‖u‖H s(Rn ) ¶ ǫ‖u‖Hσ(Rn )+Cǫ‖u‖Hτ(Rn ). (..)

Доказательство. Эквивалентное утверждение состоит в спра-

ведливости оценки вида

‖u‖2H s(Rn) ¶ ǫ
2‖u‖2Hσ(Rn)+C ′ǫ‖u‖2Hτ(Rn ) (..)

при любом ǫ > 0. Последняя получается из очевидного факта: при

заданном ǫ>0 найдется такое C ′
ǫ
, что

(1+ |ξ|2)s ¶ ǫ2(1+ |ξ|2)σ+C ′ǫ(1+ |ξ|2)τ.

.. Мультипликаторы. Теперь мы обсудим условия, достаточ-

ные для того, чтобы оператор умножения на функцию a(x) был

ограничен в H s(Rn), т. e. чтобы она была мультипликатором в этом

пространстве, и выясним, как оценивается его норма.

Общеизвестно, что в L2(Rn) ограничен оператор умножения на
ограниченную измеримую функцию, а его норма не превосходит верх-
ней грани модуля этой функции. Ее, конечно, достаточно считать

ограниченной в существенном, т. е. ограниченной вне множества

нулевой меры. Из сказанного сразу получается (с использованием

формулы Лейбница для производной произведения)

Теорема ... Пусть m –– натуральное число и функция a(x)

принадлежит Cm−1,1
b (Rn). Тогда оператор умножения на a(x) огра-

ничен в Hm(Rn). При этом

‖au‖Hm(Rn) ¶ C1 sup |a(x)|‖u‖Hm(Rn )+C2‖a‖Cm−1,1
b (Rn )‖u‖Hm−1(Rn ), (..)

где постоянные C1 и C2 не зависят ни от u, ни от a.

В частности, для ограниченности этого оператора достаточно,

чтобы функция a(x) принадлежала пространству Cm
b (Rn). Теперь

рассмотрим нецелые s.

Теорема ... Пусть m –– целое неотрицательное число и s =
=m+θ , 0<θ <1. Пусть функция a(x) принадлежит пространству
Cm+ϑ

b (Rn)= Cm,ϑ
b (Rn), где ϑ ∈ (θ , 1). Тогда оператор умножения на
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a(x) ограничен в H s(Rn). При этом

‖au‖Hm+θ (Rn ) ¶

¶ C1 sup |a(x)|‖u‖Hm+θ (Rn)+C2‖a‖Cm+ϑ
b (Rn )‖u‖Hm(Rn ), (..)

где постоянные C1 и C2 не зависят ни от u, ни от a.

Доказательство проведем для m = 0. Предполагая, что u ∈
∈Hθ (Rn), надо оценить величину

∫∫ |a(x)u(x)−a( y)u( y)|2
|x− y|n+2θ dx dy (..)

через ‖u‖2
Hθ (Rn )

. Ясно, что

|a(x)u(x)−a( y)u( y)|2 ¶
¶ 2|a(x)[u(x)−u( y)]|2+2|[a(x)−a( y)]u( y)|2.

Поэтому величина (..) не превосходит

2 sup |a(x)|2‖u‖2
Hθ (Rn )

+2
∫
|u( y)|2I( y) dy,

где

I( y) =
∫ |a(x)−a( y)|2
|x− y|n+2θ dx, (..)

и дело сводится к оценке этого интеграла через ‖a‖2
Cϑb (Rn )

. Пусть

C1>0. Подынтегральное выражение не превосходит C ′2|x− y|−n+2(ϑ−θ )

при |x− y|¶C1 и C ′3|x− y|−n−2θ при |x− y|¾C1, где C ′2 и C ′3 пропор-

циональны ‖a‖2
Cϑb (Rn )

, что и дает нужную оценку.

С учетом предложения .. из (..) следует, что при любом

ǫ>0 найдется постоянная C3(ǫ), с которой

‖au‖Hm+θ (Rn ) ¶ (C1 sup |a(x)|+ǫ)‖u‖Hm+θ (Rn )+C3(ǫ)‖u‖H0(Rn ). (..)

В приведенных теоремах интересны, во-первых, достаточная

гладкость мультипликатора, во вторых, коэффициент «главной ча-

сти» в оценке его нормы.

Условие ограниченности и непрерывности функции a(x) с про-

изводными до порядка m включительно достаточно, конечно, для

ограниченности оператора умножения на a(x) в H s(Rn) при неце-

лых s∈ (0, m).

Для целей теории эллиптических уравнений в главе II нужно

несколько развить полученный результат.
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Лемма ... Пусть для линейного ограниченного оператора T
в H s(Rn) справедлива оценка

‖Tu‖H s(Rn ) ¶ K1‖u‖H s(Rn )+K2‖u‖H s−1(Rn ) (..)

при s0¶ s¶ s1 с некоторыми постоянными K1 и K2, не зависящими
от s. Тогда для любого ǫ>0 оператор T допускает представление

T = T1+T2, (..)

где T2 –– ограниченный оператор из H s−1(Rn) в H s(Rn), a для T1 спра-
ведлива оценка

‖T1u‖H s(Rn ) ¶ (K1+ǫ)‖u‖H s(Rn ) (..)

при тех же s.

Доказательство. Пустьψ(t)=ψR(t) –– бесконечно гладкая функ-

ция на луче R+, равная 1 при t¶ R, 0 при t¾ R+ 1 и заключенная

между нулем и единицей при R< t<R+1. Положим

T2 = TF−1ψ(|ξ|)F, T1 = T−T2. (..)

Так как функция ψ(|ξ|) финитна, то T2 обладает нужным свойством

ограниченности. Далее, для u∈H s(Rn) и v= (1− F−1ψ(|ξ|)F)u имеем

‖T1u‖H s(Rn) = ‖Tv‖H s(Rn ) ¶ K1‖v‖H s(Rn )+K2‖v‖H s−1(Rn ) ¶

¶ K1‖u‖H s(Rn )+K2(1+R2)−1/2‖u‖H s(Rn ).

Остается взять R достаточно большим.

Следствие ... Пусть a(x) –– функция из C∞
b (Rn). Тогда для лю-

бого s1> 0 и любого ǫ > 0 оператор T умножения на a(x) в H s(Rn),

0¶ s¶ s1, допускает представление (..), где

‖T1u‖H s(Rn ) ¶ (C sup |a(x)|+ǫ)‖u‖H s(Rn ),

‖T2u‖H s(Rn ) ¶ C(ǫ)‖u‖H s−1(Rn)

(..)

с постоянными, не зависящими от u и s; C не зависит также и от a.

Рассмотрим теперь вопрос об ограниченности оператора умно-

жения на a(x) в H s(Rn) с отрицательным s. Напомним, что про-

странства H s(Rn) и H |s|(Rn) сопряжены относительно продолжения

формы ( , )Rn . На финитных гладких функциях, конечно,

(au, v)Rn = (u, ¯̄av)Rn , (..)

поэтому сопряженным к оператору умножения на a в H s(Rn) дол-

жен быть оператор умножения на ¯̄a в H |s|(Rn). Оператор в данном
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пространстве ограничен тогда и только тогда, когда сопряженный

оператор ограничен в сопряженном пространстве; более того, они

имеют одинаковые нормы. Очевидно, что операторы умножения на

a(x) и на a(x) одновременно ограничены в H |s|(Rn) или нет. Полу-

чаем следующий вполне удобный результат.

Теорема ... Пусть s отрицательно и оператор умножения на
a(x) ограничен в H |s|(Rn). Тогда, будучи определен в H s(Rn) соотно-
шением (..), он ограничен в этом пространстве и имеет ту же
норму, что и в H |s|(Rn).

Утверждение следствия .. распространяется и на отрицатель-

ные s.

Точнее, при переходе от оператора T в пространстве с поло-

жительным индексом |s| к оператору в сопряженном пространстве

с отрицательным индексом s сохраняется разложение T = T1 + T2,

в котором второе слагаемое остается сглаживающим оператором

(действующим из H s(Rn) в H s+1(Rn)), а для первого слагаемого со-

храняется оценка нормы.

Рассмотрим теперь линейный оператор в частных производных

с переменными коэффициентами

a(x, D) =
∑
|α|¶m

aα(x)Dα. (..)

Очевидно, что если все aα(x) –– ограниченные измеримые функции,

то (..) –– ограниченный оператор из Hm(Rn) в H0(Rn)= L2(Rn).

Следствие ... Оператор (..) с коэффициентами, имею-
щими непрерывные и ограниченные производные любого порядка,

действует ограниченным образом из H s(Rn) в H s−m(Rn) при лю-
бом s.

Дальнейшую информацию о мультипликаторах можно найти

в [] и [].

.. Следы на гиперплоскости. Рассмотрим теперь вопрос о

возможности рассматривать след функции из H s(Rn) на гиперплос-

кости Rn−1, определяемой для простоты равенством xn = 0. Для

обычной непрерывной функции ее след на этой гиперплоскости

есть просто ее сужение на эту гиперплоскость.

Положим x = (x′, xn). Через F ′ обозначим преобразование Фу-

рье функций от x′ в функции от ξ′. Докажем сначала следующую

теорему.
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Теорема ... Пусть s>1/2. Тогда для функций u∈D справед-
ливо неравенство

‖u(x′, 0)‖H s−1/2(Rn−1) ¶ C‖u(x)‖H s(Rn ), (..)

где C –– не зависящая от u постоянная.

Доказательство. Представим (F ′u)(ξ′, xn)
��

xn=0
в виде

(F ′u)(ξ′, 0) = (2π)−1
∫

(Fu)(ξ) dξn.

Отсюда в силу неравенства Шварца

|(F ′u)(ξ′, 0)|2 ¶ (2π)−2
∫
|(Fu)(ξ)|2(1+ |ξ|2)s dξn

∫
(1+ |ξ|2)−s dξn.

Последний интеграл вычисляется подстановкой ξn/(1+|ξ′|2)1/2
=τ;

с точностью до постоянного множителя он равен (1+ |ξ′|2)−s+1/2.

Остается разделить на него обе части и проинтегрировать их по ξ′.

Этот результат позволяет дать следующее определение следа

функции u из H s(Rn) на Rn−1 при s>1/2.

Определение. Пусть {ul} –– последовательность функций из D,

сходящаяся к u в H s(Rn), s> 1/2. Тогда она фундаментальна, а из

(..) вытекает, что следы этих функций на Rn−1 образуют фун-

даментальную последовательность в H s−1/2(Rn−1). Ввиду полноты

этого пространства там есть предел. Более того, из (..) вытекает,

что этот предел не зависит от выбора аппроксимирующей последо-

вательности, так как любые две такие последовательности неогра-

ниченно сближаются в H s(Rn). Этот предел и называется следом
функции u на Rn−1, и он обозначается через u(x′, 0) или (γu)(x′).

Неравенство (..) переносится на функции из H s(Rn) предель-

ным переходом.

Для обычных непрерывных функций из H s(Rn) этот след оче-

видным образом совпадает с обычным следом. В силу (..) при
s>1/2 оператор перехода к следу действует ограниченным образом
из H s(Rn) в H s−1/2(Rn−1).

Немного дальше мы введем пространства H s в полупростран-

стве Rn
+

и в ограниченной области, и там вместо следов будет есте-

ственно говорить о граничных значениях функций. Там же будет по-

казано, что оператор перехода к следу имеет ограниченный правый

обратный.



 Глава I. Пространства H s

Теорема .. содержится в статье Л. Н. Слободецкого []. Там

же показано на примере, что неравенство (..) теряет силу при

s=1/2. Мы кратко рассмотрим этот пример.

Пример. Пусть n=2 и u(x, y)=ϕ(x)ϕ( y), где

ϕ( y) =
1

2π

∫ eiηy dη

(1+η2)1/2[ln(2+η2)]q , (..)

1/2< q<1. Функция ϕ имеет преобразование Фурье

1

(1+η2)1/2[ln(2+η2)]q ,

и оно, как нетрудно проверить, принадлежит bH1/2(R). Это следует

из сходимости интеграла

∞∫

1

dt
(1+ t)[ln(1+ t)]2q ,

проверяемой подстановкой ln(1+ t)= τ. Поэтому функция ϕ при-

надлежит H1/2(R) и функция u(x, y) принадлежит H1/2(R2). С дру-

гой стороны, интеграл (..) сходится условно при y 6= 0, а при

y=0 расходится. По существу по этой причине (ср. с []) |ϕ( y)|→∞

при y→0 и

lim
y→0

∫
|u(x, y)|2 dx = +∞,

так что равномерной оценки интеграла под знаком предела через

‖u‖2
H1/2(R2)

нет и функция u(x, y) не имеет конечного следа в L2(R)

при y=0.

Из теоремы .. следует, что если s>m+ 1/2, где m –– нату-
ральное число, и a(D) –– оператор в частных производных порядка
m для простоты с постоянными коэффициентами, то для функций
u ∈ H s(Rn) выражение a(D)u имеет след на Rn−1, принадлежащий
H s−m−1/2(Rn−1), причем оператор перехода к этому следу ограничен
в соответствующих нормах. В частности, это относится к следам

производных по xn.

.. Усреднения и сдвиги. Пусть ω –– функция из D. Если u∈
∈ H s(Rn) при некотором s, то, конечно, u∈ S′, так что определена

свертка u ∗ω, по крайней мере в смысле обобщенных функций. В [,

пп. . и .], показано, что u ∗ω –– бесконечно гладкая функция и

supp(u ∗ω) ⊂ supp u+ suppω. (..)



§ . Пространства H s(Rn) 

Теорема ... При u∈H s(Rn), ω∈D
F[u ∗ω] = F[u]F[ω]. (..)

Действительно, такое соотношение известно, если u ∈ S′, см.,

например, теорему .. в [].

Пусть теперь

ω(x) ¾ 0, ω(x) = 1 вблизи 0,
∫
ω(x) dx = 1. (..)

Положим при h>0

ωh(x) = h−nω
�

x
h

�
. (..)

Это дельтаобразное семейство при h→0 (см., например, [, п. .]).

Свертку u ∗ωh называют усреднением функции (или обобщенной

функции) u.

Теорема ... При u∈H s(Rn), h→0

u ∗ωh → u в H s(Rn). (..)

Доказательство. Как легко проверить, F[ωh](ξ) = F[ω](hξ),

и здесь правая часть –– равномерно по h ограниченная функция,

равномерно сходящаяся к F[ω](0)=1 в любом шаре OR=OR(0) при

h→0. Поэтому F[u]F[ωh]→ F[u] в пространстве bH s(Rn), что и дает

нужный результат.

Теорема ... При любом s ∈ R и любом t ∈ Rn сдвиг vt(x)=

= v(x+ t) функции v(x) из H s(Rn) принадлежит этому простран-
ству и стремится в нем к v(x) при t→0.

Действительно,

bvt(ξ) = eiξ·tbv(ξ). (..)

Квадрат нормы разности в образах Фурье

‖vt− v‖2H s(Rn ) =

∫
(1+ |ξ|2)s|eiξ·t−1|2|bv(ξ)|2 dξ

разбивается на интегралы по большому шару OR(0) и по дополне-

нию к нему. Второй интеграл мал при большом R, а при фиксиро-

ванном R первый интеграл стремится к 0 при t→0. �

.. Теорема о компактности. Здесь мы докажем теорему ти-

па Кондрашова––Реллиха (ср. с [] и []), которая позднее даст

важные следствия для пространств в ограниченных областях и на

компактных многообразиях.
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Теорема ... Пусть s < σ и X –– ограниченное множество в
Hσ(Rn), причем носители всех элементов из X лежат в фикси-
рованном компакте K пространства Rn. Тогда X предкомпактно
в H s(Rn), т. е. каждая последовательность {ul} элементов из X
содержит подпоследовательность, сходящуюся в H s(Rn).

Доказательство. Так как каждую функцию ul можно аппрокси-

мировать в Hσ(Rn) ее усреднением c любой степенью точности, то

рассмотрим, не ограничивая общности, последовательность функ-

ций ul ∈D. Пусть ul имеют ограниченные нормы в Hσ(Rn) и но-

сители, лежащие в фиксированном компакте K ′ (см. соотношение

(..) в предыдущем пункте). Пусть vl= F[ul].

Покажем, что в любом фиксированном шаре OR эти функции

равномерно ограничены и равностепенно непрерывны. Для этого

возьмем функцию ϕ∈D, равную 1 в окрестности компакта K ′. Тогда

ul(x)=ul(x)ϕ(x) и поэтому

vl(ξ) = (2π)−n
∫

vl(η)ψ(ξ−η) dη,

где ψ= F[ϕ]. Отсюда в силу неравенства Шварца получаем

|vl(ξ)|2 ¶ c‖ul‖2Hσ(Rn )

∫
(1+ |η|2)−σ|ψ(ξ−η)|2dη

и

|vl(ξ)− vl(eξ)|2 ¶ c‖ul‖2Hσ(Rn )

∫
(1+ |η|2)−σ|ψ(ξ−η)−ψ(eξ−η)|2dη,

где c не зависит от ξ и l. Теперь воспользуемся быстрой сходи-

мостью ψ(η) к нулю при η→∞ и равномерной непрерывностью

этой функции на любом компакте. Из последних неравенств очевид-

на равномерная ограниченность и равностепенная непрерывность

функций vl в любом шаре OR.

Далее,

‖ul−um‖2H s(Rn ) ¶
∫

OR

(1+ |ξ|2)s|vl(ξ)− vm(ξ)|2+

+2
∫

Rn \OR

(1+ |ξ|2)s−σ(1+ |ξ|2)σ
�
|vl(ξ)|2+ |vm(ξ)|2

�
dξ.

Под знаком второго интеграла (1+ |ξ|2)s−σ¶ (1+ R2)s−σ. Поэтому

при заданном ǫ > 0 мы можем выбрать настолько большое R, что
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этот интеграл будет меньше ǫ/2 для всех l, m. Затем, пользуясь из-

вестной теоремой Арцела о последовательности равномерно огра-

ниченных и равностепенно непрерывных функций в применении

к семейству функций vl(ξ) в шаре ¯̄OR, мы можем выбрать такую

последовательность индексов lk, что первый интеграл при l = lk

и m= lk′ станет меньше ǫ/2 при достаточно больших k и k′.
Отсюда нетрудно вывести, что из последовательности {ul} мож-

но выделить подпоследовательность, фундаментальную в H s(Rn).

Ввиду полноты H s(Rn) она сходится в этом пространстве.

.. Замены координат. Рассмотрим преобразование коорди-

нат x= x( y). Подробнее:

x j = x j( y1, …, yn) ( j = 1, …, n). (..)

Предположим, что эти функции бесконечно дифференцируемы и рав-

номерно ограничены на Rn вместе с их производными до любого

порядка. Пусть якобиан этого преобразования равномерно ограни-

чен по модулю снизу положительным числом. Тогда обратное пре-

образование обладает аналогичными свойствами.

Теорема ... Все пространства H s(Rn) инвариантны относи-
тельно таких преобразований.

Доказательство. Для s¾0 можно просто записать формулы для

производных функции u(x( y)) и убедиться, что ее нормы указанно-

го в (..), (..) вида фиксированного порядка оцениваются через

нормы функции u(x) того же порядка. Для отрицательных s исполь-

зуем двойственность между пространствами H s(Rn) и H−s(Rn).

Добавим, что если функции (..) имеют конечную гладкость,

например принадлежат Cm
b (Rn), то инвариантны уже только H s(Rn)

c |s|¶m.

.. Дискретные нормы и дискретное представление функ-

ций из Hs(Rn). Во многих книгах и работах используется еще один

вид норм в пространствах H s(Rn). Например, в [] они принима-

ются за исходные нормы в этих пространствах.

Чтобы описать их, введем разбиение единицы в Rn
ξ

следующим

образом. Пусть ψ0(ξ) –– финитная бесконечно гладкая функция,

равная 1 при |ξ|¶1/2 и 0 при |ξ|¾1. Положим

ψ(ξ) = ψ0(ξ)−ψ0(2ξ). (..)
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Носитель этой функции содержится в множестве {ξ : 1/4¶ |ξ|¶1}.

Далее, положим

ψ j (ξ) = ψ(ξ/2 j ) ( j = 1, 2, …). (..)

Тогда

ψ j(ξ) = ψ0(ξ/2 j)−ψ0(ξ/2 j−1) ( j = 1, 2, …). (..)

Носитель этой функции содержится в множестве {2 j−2 ¶ |ξ|¶ 2 j}.

Заметим также, что
m∑
0

ψ j(ξ) = ψ0(ξ/2m)→ 1 (m→ ∞), (..)

причем в любой ограниченной области сумма слева просто равна 1

с некоторого номера. Поэтому
∞∑
0

ψ j (ξ) = 1. (..)

Это равенство справедливо и в пространстве Шварца S
′(Rn). Дей-

ствительно, если χ(ξ) –– основная функция из S, то разобьем инте-

грал ∫
[1−ψ0(ξ/2m)]χ(ξ) dξ

на интеграл по шару OR(0) большого радиуса R и по дополне-

нию к нему. Второй интеграл мал при большом R ввиду быстрого

убывания |χ(ξ)| на бесконечности и равномерной ограниченности

|1−ψ0|. Первый интеграл при фиксированном R становится рав-

ным нулю при достаточно большом m.

Обратное преобразование Фурье каждой функции ψ j (ξ) обо-

значим через ϕ j (x). Эти функции принадлежат S(Rn
x). Из (..)

следует, что
∞∑
0

ϕ j (x) = δ(x) (..)

в S
′(Rn). Отсюда, в свою очередь, следует первое утверждение в сле-

дующем предложении.

Предложение ... Для u∈S′(Rn) справедливо равенство

u =
∞∑
0

ϕ j ∗u (..)

в смысле сходимости в этом пространстве.
При любом s∈R для u∈H s(Rn) это же равенство верно в смысле

сходимости в H s(Rn).
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Второе утверждение тоже проверяется переходом к преобразо-

ванию Фурье и разбиением интеграла
∫
|1−ψ0(ξ/2m)|2|(Fu)(ξ)|2(1+ |ξ|2)s dξ

на интеграл по шару большого радиуса R и по дополнению к нему.

При любом s∈R положим

‖u‖H s(Rn ),ϕ0
=

� ∞∑
0

22 js‖ψ j Fu‖2L2(Rn)

�1/2
. (..)

Элементарно проверяется, что это норма. Мы ограничимся провер-

кой неравенства треугольника. Для L2-норм ‖ · ‖ имеем

‖ψ j F(u+ v)‖2 ¶ ‖ψ j Fu‖2+2‖ψ j Fu‖‖ψ j Fv‖+‖ψ j Fv‖2,

и в силу неравенства Шварца

2
∑

22 js‖ψ j Fu‖‖ψ j Fv‖ ¶ 2
�∑

22 js‖ψ j Fu‖2
�1/2�∑

22 js‖ψ j Fv‖2
�1/2

,

так что

�∑
22 js‖ψ j (Fu+ Fv)‖2

�1/2
¶

¶

�∑
22 js‖ψ j Fu‖2
�1/2

+

�∑
22 js‖ψ j Fv‖2
�1/2

.

В §  подобные проверки мы будем пропускать.

Предложение ... Нормы (..) и ‖u‖H s(Rn ) эквивалентны.

Это утверждение очевидным образом следует из того обстоя-

тельства, что дробь 2 js/|ξ|s на носителе функцииψ j заключена меж-

ду положительными постоянными, не зависящими от ξ и j.
С точностью до постоянного множителя правая часть форму-

лы (..) совпадает с

� ∞∑
0

22 js‖ϕ j ∗u‖2L2(Rn )

�1/2
. (..)

Конечно, можно вводить аналогичные нормы вообще с лю-

бой финитной бесконечно гладкой функцией ψ0, равной единице

в окрестности начала координат. Но, как показано в работе [],

произвол в выборе функцииψ0 на самом деле гораздо больше и этот

произвол имеет важные применения. Мы вернемся к этому в § .
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.. Вложение пространств Hs в Lp. Для доказательства тео-

ремы .. (со строгим неравенством вместо нестрогого) мы вос-

пользуемся обозначениями, введенными в предыдущем пункте.

Пусть χ(ξ) –– финитная гладкая функция, равная единице на но-

сителе функцииψ(ξ). Тогда функция χ j(ξ)=χ(ξ/2 j) равна единице

на носителе функции ψ j (ξ)=ψ(ξ/2 j ). Обратные преобразования

Фурье функций χ(ξ) и χ j(ξ) обозначим через ω(x) и ω j(x). Мы

имеем

ω j ∗ϕ j ∗u = ϕ j ∗u, (..)

и для любой финитной гладкой функции u

u =
∞∑
0

ω j ∗ϕ j ∗u (..)

в смысле обобщенных функций. Но все слагаемые –– функции из S,

и они, конечно, принадлежат Lp(Rn).

Оценим Lr-норму функции ω j , r> 1. Эти функции и ω связаны

формулой

ω j(x) = 2 jnω(2 j x).

Поэтому

‖ω j‖Lr(Rn ) =

�∫
|ω j (x)|r dx
�1/r

= 2 jn(1−1/r)‖ω‖Lr(Rn )

и, значит,

‖ω j‖Lr (Rn) ¶ C12 jn/r′, (..)

где
1
r +

1
r′
= 1. (..)

Неравенство Юнга, которое мы получим в п. ., сейчас нужно

в следующем случае (меняем местами p и q и полагаем q=2). Если

v ∈ Lr(Rn) и w∈ L2(Rn), то v ∗w∈ Lp(Rn) и

‖v ∗w‖Lp(Rn) ¶ C2‖v‖Lr(Rn )‖w‖L2(Rn ) (..)

при

1
p =

1
2
− 1

r′
. (..)

Оно дает нам следующий результат: если

s =
n
2
− n

p
> 0, (..)
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то

‖ω j ∗ϕ j ∗u‖Lp(Rn ) ¶ C32 js‖ϕ j ∗u‖L2(Rn ). (..)

Если же левая часть в (..) равна s − ǫ с положительным ǫ, то

в правую часть последнего неравенства можно вставить множитель

2− jǫ. Тогда при помощи неравенства Шварца получаем (см. предло-

жение ..)

∞∑
0

‖ω j ∗ϕ j ∗u‖Lp(Rn) ¶ C4

� ∞∑
0

22 js‖ϕ j ∗u‖2L2(Rn)

�1/2
¶ C5‖u‖H s(Rn),

что, конечно, достаточно для сходимости ряда (..) в Lp(Rn) и

оценки нормы его суммы в Lp(Rn) через норму функции u в H s(Rn).

Относительно немного более сложного аналогичного доказа-

тельства в случае s = n/2 − n/p см. [] или []. См. также наш

п. ..

§ . Пространства Hs(M)
на гладком замкнутом многообразии M

.. Гладкое замкнутое многообразие. Напомним, что n-мер-

ное замкнутое многообразие M класса C∞ –– это «достаточно хо-

рошее» топологическое пространство, покрытое координатными

окрестностями O. Каждая окрестность O имеет карту –– область U
в Rn c гомеоморфным отображением x=κ(t) области U на O. Коор-

динаты t = (t1, …, tn) в U называются локальными координатами

в O. Если координатные окрестности O1 и O2 пересекаются, то

прообразы их пересечения на картах U1 и U2 –– открытые множества

и связывающее их отображение κ−1
1 κ2 –– диффеоморфизм класса

C∞
b . Карты образуют атлас многообразия. Замкнутость многообра-

зия означает его компактность (и отсутствие края) –– возможность

выбрать из любого покрытия многообразия M открытыми мно-

жествами (в частности, координатными окрестностями) конечное

подпокрытие. Эквивалентное условие: любая последовательность

точек на M содержит подпоследовательность, сходящуюся к неко-

торой его точке.

Функция f (x) на M по определению принадлежит C∞(M) (или

Cm(M), или Cm+θ(M)), если все функции f (κ(t)) на картах коор-

динатных окрестностей принадлежат C∞ (соответственно Cm или

Cm+θ ). Здесь и дальше m∈Z+ и 0<θ <1.
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Для введения норм в этих пространствах используется достаточ-

но мелкое разбиение единицы на M –– система функций {ϕk}K
1 со

свойствами

ϕk ∈ C∞(M), ϕk(x) ¾ 0, suppϕk ⊂ Ok,
K∑
1

ϕk(x) ≡ 1. (..)

Здесь Ok –– координатные окрестности, образующие покрытие мно-

гообразия M , и наше разбиение единицы подчинено этому покры-

тию. Полагаем

‖ϕ‖C s(M) = max
k
‖ϕkϕ‖C s

b(Rn ), (..)

где s = m или m+ θ и нормы в правой части вычисляются в ло-

кальных координатах. Функции ϕkϕ рассматриваются при этом

как перенесенные на Rn (и продолженные нулем вне их носителей).

В C∞(M) используется счетный набор норм (..) с s=m∈Z+. При

разных выборах разбиений единицы, координатных окрестностей

и локальных координат в них получаются эквивалентные нормы.

Пространства Cm(M) и Cm+ϑ(M) –– это пополнения пространства

C∞(M) по указанным нормам.

Очевидным образом определяется и пространство Cm,1(M) с це-

лым неотрицательным m. Оно состоит из функций, локально, в ло-

кальных координатах, непрерывно дифференцируемых до порядка

m включительно, у которых производные порядка m удовлетворяют

условию Липшица, так что производные порядка m+1 существуют

почти всюду и ограничены.

Пространство E
′(M) обобщенных функций на M определяет-

ся как пространство линейных непрерывных функционалов над

E(M)=C∞(M).

Обсудим теперь вопрос об интегрировании по M . Определим

плотность на M как совокупность таких бесконечно гладких по-

ложительных функций ρU (t) на картах U , что если координатные

окрестности O и O′ имеют непустое пересечение, то для точек на

картах U и U ′, соответствующих точкам этого пересечения, выпол-

няется равенство

ρU (t) dt = ρU ′(t′) dt′. (..)

Это означает, что

ρU [t(t′)] = ρU ′(t′)
���det

∂t(t′)
∂t′

���
−1

, (..)
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где ∂t(t′)/∂t′ –– матрица Якоби. Плотность можно записать так:

dx={ρU (t) dt}.

Если многообразие ориентировано, то в (..) определители

можно считать положительными и модули опускаются.

Теперь определим интеграл от функции f (x) по M формулой

∫

M

f (x) dx =
K∑
1

∫
( fϕk)[κ(k)(t)]ρUk

(t) dt. (..)

Здесь использованы разбиение единицы, состоящее из функций ϕk

с носителями в координатных окрестностях Ok, локальные коорди-

наты в Ok и заданная на M плотность. Но интеграл благодаря (..)

зависит только от выбора плотности. Если, в частности, носитель

функции f лежит в координатной окрестности O c картой U и отоб-

ражением κ : U→O, то

∫

M

f (x) dx =
∫

U

f (κ(t))ρU(t) dt. (..)

Ср. с [, ч. II, гл. I, § ] и [].

Каждую непрерывную функцию f (x) на M можно теперь отож-

дествить с обобщенной функцией f из E
′(M) по формуле

〈 f , ϕ〉M =
∫

M

f (x)ϕ(x) dx, ϕ ∈ E(M). (..)

Скалярное произведение на M определяется формулой

( f , g)M =

∫

M

f (x)g(x)dx. (..)

Далее естественно определяется пространство L2(M) как гиль-

бертово пространство, получаемое, например, пополнением про-

странства C(M) непрерывных функций по соответствующей нор-

ме ‖u‖0,M = (u, u)
1/2
M . Можно рассматривать и пространства Lp(M),

1¶ p<∞, с нормами

‖u‖Lp(M) =

� ∫

M

|u|p dx
�1/p

. (..)

Пусть на M задана гладкая риманова метрика, определяемая ко-

вариантным метрическим тензором (gi, j). Тогда за плотность берут
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dx={
p
|det(gi, j(t))|dt}. Для объема многообразия M (площади при

n=2) получается выражение

∫

M

dx =
K∑
1

∫
ϕk[κ(k)(t)]ρUk

(t) dt. (..)

Особенно важен случай замкнутой гладкой n-мерной поверхно-

сти в RN . Пусть она локально задается равенствами

x j = x j(t1, …, tn) ( j = 1, …, N). (..)

Тогда метрический тензор на M , определяемый евклидовой метри-

кой в RN , имеет вид

gi, j(t) = ∂i x(t) · ∂ j x(t), (..)

где ∂ j x(t) –– набор из производных функций (..) по локальным

координатам t j . Аргументацию см., например, в [, т. , гл. , § ].

Матрица (..) –– положительно определенная, поскольку это мат-

рица Грама, так что ее определитель положителен.

Для сравнения можно вспомнить формулу из курса анализа для

площади параметризованного куска двумерной поверхности в трех-

мерном пространстве:

S =
∫∫p

EG− F2 dt1dt2. (..)

Здесь E= ∂1x(t) · ∂1x(t), F= ∂1x(t) · ∂2x(t) и G= ∂2 x(t) · ∂2x(t).

Замечание. При заданной плотности каждая точка на M имеет

окрестность с такими локальными координатами t, что ρU (t)≡1.

Действительно, пусть O –– какая-нибудь координатная окрест-

ность, в которой находится взятая точка, и et j ( j=1, …, n) –– локаль-

ные координаты в ней, eU –– соответствующая карта. Уменьшив ее,

если понадобится, будем считать eU прямым круговым цилиндром

с осью, параллельной оси etn. Положим

t1 = et1, …, tn−1 = etn−1, tn =

etn∫

etn,0

ρeU (et1, …,etn−1, t) dt. (..)

Тогда ∂t/∂et –– нижняя треугольная матрица с главной диагональю

(1, …, 1, ρeU (et)) и

dt =
��det(∂t/∂et)
��det = ρeU (et) det,

так что ρU (t) действительно равно 1.
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Покрывая многообразие окрестностями с такими локальными

координатами и выбирая конечное подпокрытие, получаем специ-
альный «малый» атлас из карт, согласованных с заданной плотно-
стью так, что все ρU тождественно равны 1. Формула (..) для

интеграла при использовании этих карт принимает вид

∫

M

f (x) dx =
K∑
1

∫
( fϕk)[κ(k)(t)] dt. (..)

.. Пространства Hs(M). Пространство H s(M) бесселевых по-

тенциалов на M, s∈R, вводится следующим образом. Пусть {Ok}K
1 ––

покрытие многообразия координатными окрестностями и {ψk}K
1 ––

система функций со свойствами

ψk ∈ C∞(M), ψk(x) ¾ 0,

suppψk ⊂ Ok,
∑
ψk(x) > 0 на M .

(..)

Для любого s∈R и любой функции u∈C∞(M) полагаем

‖u‖H s(M) =

h∑
‖uψk‖2H s(Rn)

i1/2
, (..)

где подразумевается, что функция uψk продолжена с соответству-

ющей карты на Rn нулем вне носителя этой функции и норма вы-

числена в Rn. Пространство H s(M) определяется как пополнение

пространства C∞(M) по этой норме.

Очевидно, что это гильбертово пространство со скалярным про-

изведением

(u, v)s,M =
∑

(uψk, vψk)s,Rn . (..)

Индекс s=0 будем опускать.

Разные выборы координатных окрестностей, локальных коорди-

нат и системы функций ψk приводят к эквивалентным нормам. Эта

система может быть, в частности, разбиением единицы:
∑
ψk(x) ≡ 1. (..)

В этом случае обычно будем писать ϕk вместо ψk. Другой полезный

выбор этой системы –– с условием
∑
ψ2

k(x) ≡ 1. (..)
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В последнем случае, если пользоваться малым атласом из карт, со-

гласованных с заданной плотностью, мы получаем

(u, v)M =

∫

M

u¯̄v dx, (..)

и тогда H0(M) изометрически совпадает с L2(M).

Положим

H∞(M) =
⋂

H s(M), H−∞(M) =
⋃

H s(M). (..)

Замечание. На стандартном тореTn
= [0, 2π]n есть другой удоб-

ный способ определения норм в пространствах H s –– фактически

благодаря наличию единой системы 2π-периодических координат.

Каждую гладкую функцию u(x) можно разложить в ряд Фурье по

системе экспонент:

u(x) =
∑
α∈Zn

cαeiα·x , cα = (2π)−n
∫

Tn

u( y)e−iα·ydy. (..)

Такое разложение формально можно написать и для обобщенных

функций u, в этом случае коэффициент Фурье cα понимается как

действие u на основную функцию (2π)−ne−iα·y. (Ср. с [, п. .].)

Норму в H s(Rn) (s∈R) можно определить как
�∑

(1+ |α|2)s|cα|2
�1/2

. (..)

Почему эта норма эквивалентна обычной, мы сумеем объяснить

в п. .a.

.. Основные свойства пространств Hs(M). Приведем пере-

чень этих свойств. Соответствующие утверждения легко выводятся

из наших определений и из аналогичных утверждений для Rn, так

что пояснения в основном будут опущены или только кратко наме-

чены.

. Если u∈ H s(M) и ϕ –– функция из C∞(M) c носителем, лежа-

щим в координатной окрестности, то перенесение функции ϕu на

Rn принадлежит H s(Rn).

Аналогичным образом обстоит дело с перенесением функции

с карты на многообразие.

. При σ> s пространство Hσ(M) непрерывно вложено в H s(M).
В частности, при s ¾ 0 элементы пространства H s(M) –– квадра-
тично интегрируемые функции.
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. Теорема ... При σ> s оператор вложения Hσ(M)⊂H s(M)

компактен.

Доказательство. Пусть {ul} –– ограниченная последовательность

в Hσ(M). Тогда {ϕkul} –– тоже ограниченная последовательность

в Hσ(M) для любой функции ϕk из разбиения единицы, подчи-

ненного покрытию многообразия координатными окрестностями

Ok (k = 1, …, N). Перенося ϕkul на Rn, получаем при каждом k
ограниченную последовательность в Hσ(Rn), причем носители этих

функций (обычных или обобщенных) лежат в фиксированном ком-

пакте. По теореме .. существует подпоследовательность, фун-

даментальная в пространстве H s(Rn). Соответствующие функции

на M образуют фундаментальную последовательность в H s(M).

Переходя от k= 1 к k= 2, …, N , мы можем выбрать настолько ред-

кую подпоследовательность функций ulm
, что последовательность

функций ϕkulm
будет фундаментальной в H s(M) при любом k. Тогда

последовательность {ulm
} фундаментальна в H s(M). Ввиду полноты

этого пространства она в нем сходится.

. Пространство C∞(M) плотно во всех H s(M). Пространство
Cm(M) плотно в H s(M) при s ¶m. Пространство Hσ(M) плотно
в H s(M) при σ> s.

. Теорема ... При s¾ n/2+ θ , 0<θ < 1, любая функция из
H s(M) непрерывна после, возможно, изменения на множестве нуле-
вой меры и локально удовлетворяет условию Гёльдера порядка ϑ
в локальных координатах, если 0<ϑ<θ . При этом пространство
H s(M) непрерывно и компактно вложено в пространство Cϑ(M):

‖u‖Cϑ(M) ¶ C‖u‖H s(M). (..)

Более полное утверждение.

Теорема ... При s> n/2+ t, где t > 0, пространство H s(M)

непрерывно и компактно вложено в C t(M). При s=n/2+ t это так-
же верно, если t –– нецелое число.

В частности, любая функция из H∞(M) является бесконечно

гладкой после, возможно, исправления на множестве нулевой ме-

ры. И наоборот, все бесконечно гладкие функции на M содержатся

в H∞(M). Таким образом, H∞(M) по запасу функций совпадает

с C∞(M).

Поясним, как получается компактность. Пусть s> s′>n/2+ t. По

теореме .. пространство H s(M) компактно вложено в H s′(M), а в
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отношении пространства H s′(M) имеем непрерывность его вложе-

ния в C t(M), используя такой результат для Rn. Композиция ком-

пактного и непрерывного отображений компактна.

Теорема ... При n/2> s и

s ¾
n
2
− n

p , 2 < p < ∞, (..)

пространство H s(M) непрерывно вложено в пространство Lp(M)

с нормой (..). При строгом неравенстве для s в (..) вложение
компактно.

. Пространство H−m(M) c натуральным m состоит из таких
обобщенных функций из E ′(M), что локально, в локальных координа-
тах, они являются линейными комбинациями производных в смыс-
ле обобщенных функций до порядка m включительно от функций из
L2(M).

Локальность понимается в том смысле, что если u ∈ H−m(M),

а ϕ –– функция из C∞(M) с носителем в координатной окрестности,

то перенесение ϕu на Rn имеет указанную структуру.

В частности, видно, что H−∞(M) совпадает с E
′(M).

. Теорема ... Пространство линейных непрерывных функ-
ционалов над H s(M) можно отождествить: ) с H s(M), используя
форму (u, v)s,M; ) с H−s(M), используя форму (u, v)M , продолженную
на H s(M)×H−s(M).

Доказательство. Первое утверждение теоремы очевидно; про-

верим второе. Будет удобно пользоваться локальными координата-

ми, согласованными с заданной на M плотностью. Пусть система

функций ψk подчинена условиям (..) и (..). Тогда по форму-

ле (..) имеем

(u, v)M =
∑

(ψku,ψkv)0,Rn .

Из обобщенного неравенства Шварца в Rn выводится обобщенное
неравенство Шварца на M:

|(u, v)M | ¶ C‖u‖H s(M)‖v‖H−s(M), (..)

где постоянная C не зависит от u и v. В силу этого неравенства форма

(u, v)M продолжается до ограниченной формы на H s(M)×H−s(M).

Любой элемент v ∈ H−s(M) определяет линейный непрерывный

функционал (u, v)M на H s(M). Остается проверить, что это общий

вид такого функционала.
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Пусть {ϕk} –– разбиение единицы, подчиненное покрытию мно-

гообразия координатными окрестностями Ok, и {ψk} –– другая си-

стема бесконечно гладких функций на M с носителями в Ok, такая,

что ψk=1 в окрестности носителя функции ϕk. Пусть f (u) –– линей-

ный непрерывный функционал над H s(M). Тогда

f (u) =
∑

f (ϕku) =
∑

f (ψkϕku),

и здесь f (ϕku) можно рассматривать как линейные непрерывные

функционалы над H s(Rn). Поэтому найдутся такие vk ∈H−s(Rn), что

f (ψkϕku) = (ψkϕku, vk)Rn = (ϕku,ψkvk)Rn =

= (ϕku,ψkvk)M = (u,ϕkvk)M .

Отсюда следует, что

f (u) = (u, v)M ,

где v=
∑
ϕkvk ∈H−s(M).

Замечание. Эту теорему было бы легче доказать, имея изомет-

рические изоморфизмы Λt : H s(M)→H s−t(M). Но пока их у нас нет,

они строятся в рамках теории эллиптических псевдодифференци-

альных операторов.

. Теорема ... Пусть m –– целое неотрицательное число. Опе-
ратор умножения на функцию из Cm,1(M) ограничен в Hm+1(M).
Если s=m+θ , где 0<θ <1, то в H s(M) ограничен оператор умно-
жения на функцию из Cm+ϑ(M) при θ <ϑ<1. Оператор умножения
на функцию a(x) в H s(M) с отрицательным s определяется как со-
пряженный к оператору умножения на a(x) в H |s|(M) относитель-
но формы (u, v)M и ограничен, если последний оператор ограничен
в H |s|(M).

. При 0< s<σ для любого ǫ > 0 найдется такое Cǫ, что для
функций из Hσ(M)

‖u‖H s(M) ¶ ǫ‖u‖Hσ(M)+Cǫ‖u‖H0(M). (..)

. Пусть n>1 и Γ –– (n−1)-мерное бесконечно гладкое замкну-

тое подмногообразие на M . Это означает, что любая его точка со-

держится в координатной окрестности O на M , в которой Γ опреде-

ляется уравнением tn=0 в некоторых локальных координатах; при

этом t′= (t1, …, tn−1) –– локальные координаты в O′=O∩Γ.
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Теорема ... При s>1/2 для функций из H s(M) определен опе-
ратор перехода к их следам на Γ, действующий ограниченным обра-
зом из этого пространства в H s−1/2(Γ).

Этот оператор определяется, как в п. .. Сначала проверяется

неравенство

‖v‖H s−1/2(Γ) ¶ C‖u‖H s(M) (..)

для обычных следов v на Γ (сужений на Γ) бесконечно гладких

функций u(x) на M с не зависящей от u постоянной C; это дела-

ется с использованием подходящего разбиения единицы на M при

помощи теоремы ... Если теперь функцию u из H s(M) аппрокси-

мировать последовательностью функций uk из C∞(M), сходящейся

к u в H s(M), то получается, что их следы на Γ сходятся в H s−1/2(Γ)

к функции v, не зависящей от выбора этой последовательности;

это и есть след функции u на Γ. Для него сохраняется неравенство

(..).

Оператор перехода к следу имеет ограниченный правый обрат-

ный. Это получится из теоремы ...

.. Многообразия конечной гладкости. Если координатные

диффеоморфизмы имеют конечную гладкость –– принадлежат, ска-

жем, Cm
b , то пространства H s(M) инвариантно определяются только

при |s|¶m.

§ . Пространства Hs(Rn
+

)

.. Определения. Через Rn
+

и Rn
− будем обозначать полупро-

странства точек x = (x′, xn) в Rn с xn > 0 и соответственно xn < 0.

Их замыкания обозначим через Rn
±.

Пространства C∞
b (Rn

+
), Cm

b (Rn
+

), Cm+θ
b (Rn

+
)=Cm,θ

b (Rn
+

) и Cm,1
b (Rn

+
),

где m –– целое неотрицательное число и 0< θ < 1, и нормы в них

вводятся так же, как в п. ., только точки x и y берутся из Rn
+

.

Линеал C∞
0 (Rn

+
) лежит в C∞

b (Rn
+

) и состоит из бесконечно гладких

функций с компактными носителями, лежащими внутри Rn
+

.

Стандартное скалярное произведение в L2(Rn
+

) имеет вид

(u, v)Rn
+
=

∫

Rn
+

u(x)v(x)dx, (..)
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) 

и соответствующая форма

〈u, v〉Rn
+

= (u, ¯̄v)Rn
+

(..)

используется для определения обобщенных функций на Rn
+

.

Определение . Пусть s –– любое вещественное число. Функ-

ция (или обобщенная функция) u(x) принадлежит пространству

H s(Rn
+

), если она является сужением на Rn
+

функции (при s < 0

обобщенной функции) w(x) из H s(Rn). При этом норма ‖u‖H s(Rn
+

)

определяется как нижняя грань норм ‖w‖H s(Rn) тех w ∈H s(Rn), для

которых их сужения на Rn
+

совпадают с u(x).

При неотрицательном s возможны два других определения.

Определение . Пусть s неотрицательно. Пространство H s(Rn
+

)

состоит из таких квадратично интегрируемых функций u(x), что их

производные Dαu(x) в смысле обобщенных функций в Rn
+

порядка

|α|¶ s тоже квадратично интегрируемы и при этом конечна норма,

определяемая при целом s=m формулой

‖u‖′2Hm(Rn
+

) =
∑
|α|¶m

∫

Rn
+

|Dαu(x)|2 dx (..)

и при нецелом s=m+θ , 0<θ <1, формулой

‖u‖′2
Hm+θ (Rn

+
)
= ‖u‖′2Hm(Rn

+
)+
∑
|α|=m

∫

Rn
+

∫

Rn
+

|Dαu(x)−Dαu( y)|2
|x− y|n+2θ dx dy. (..)

Определение . Пусть s неотрицательно. Пространство H s(Rn
+

)

определяется как пополнение пространства C∞
0 (Rn

+
) по норме (..)

при целом s=m и (..) при нецелом s=m+θ , 0<θ <1.

Аналогичные определения даются для пространств H s(Rn
−).

Теорема ... Определения –– при s¾0 эквивалентны.

Доказательство состоит из нескольких пунктов. Подробно мы

рассмотрим случай целочисленных (т. е. натуральных) s. В случае

дробных s или проходят те же рассуждения, или требуются допол-

нительные технические рассмотрения; их мы только наметим. От-

метим, что к определению пространств с дробными s имеется еще

один подход, связанный с использованием средств теории интерпо-

ляции; он будет упомянут в п. ..

Мы сначала проверим эквивалентность близких определений ––

второго и третьего. Затем проверим эквивалентность им первого

определения.



 Глава I. Пространства H s

Для удобства временно обозначим через H s
k(Rn

+
) пространство

H s(Rn
+

) в смысле определения k, k = 1, 2, 3. Эти обозначения ис-

пользуются только в данном доказательстве, в дальнейшем нижний

индекс будет иметь совсем другой смысл.

1◦. H s
3(Rn

+
)⊂H s

2(Rn
+

) с совпадением норм.

Действительно, если u есть предел по норме (..) или (..)

последовательности функций uk∈C∞
0 (Rn

+
), то элементарно проверя-

ется, что производная Dαu(x) в смысле обобщенных функций в Rn
+

при |α|¶ s есть предел последовательности Dαuk(x) в L2(Rn
+

) (точ-

нее, в H s−|α|
3 (Rn

+
)). Поэтому Dαu∈ L2(Rn) и H s

3(Rn
+

)⊂H s
2(Rn

+
) с совпа-

дением норм для элементов первого из этих двух пространств.

2◦. H s
2(Rn

+
)⊂H s

3(Rn
+

) с совпадением норм.

Предварительно заметим следующее. В пространстве H s
2(Rn

+
)

плотны элементы с компактными носителями, лежащими в Rn
+

.

Действительно, в нем возможно умножение на функции из C∞
0 (Rn

+
),

так как производные от произведений на такие функции вычисля-

ются по правилу Лейбница. Пусть θ (x) –– какая-нибудь бесконечно

гладкая неотрицательная функция на Rn
+

, равная 1 при |x|¶ 1 и 0

при |x|¾ 2, значения которой заключены между 0 и 1. Для R> 0

положим θR(x)=θ (x/R). Если u принадлежит H s
2(Rn

+
), то θRu тоже

принадлежит H s
2(Rn

+
) и, как показывает несложное вычисление,

стремится в этом пространстве к u при R→∞.

Пусть теперь u ∈ H s
2(Rn

+
) –– функция с компактным носителем

в Rn
+

. Мы построим последовательность функций из C∞
0 (Rn

+
), схо-

дящуюся к u в этом пространстве. Сделаем это в несколько шагов.

Сначала продолжим эту функцию нулем при xn<0 и положим

uh(x) = u(x′, xn+h) (h > 0).

Для сужений этих функций на Rn
+

мы имеем, как нетрудно прове-

рить,

Dαuh(x) = (Dαu)(x′, xn+h),

поэтому они тоже принадлежат H s
2(Rn

+
). Далее, они стремятся к u(x)

в этом пространстве при h → 0. Это следует из непрерывности

в среднем функций в L2(Rn
+

).

Пусть ψ(xn) –– бесконечно гладкая функция, равная 0 при xn <

<−2/3 и 1 при xn>−1/3. Положим

vh(x) = ψ(xn/h)uh(x).
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Как легко проверить, эти функции принадлежат H s(Rn), а их суже-

ния наRn
+

совпадают с сужениями функций uh(x), поэтому vh

��
Rn
+

→u

при h→0 в H s
2(Rn

+
).

Теперь аппроксимируем vh(x) усреднением (см. п. .)

wh(x) = vh(x)∗ωh/2(x).

Сужение этой функции на Rn
+

–– бесконечно гладкая функция, стре-

мящаяся к u(x) при h→0 в H s
2(Rn

+
). В качестве искомой последова-

тельности можем взять w1/l(x)
��
Rn
+

.

3◦. H s
1(Rn

+
) непрерывно вложено в H s

3(Rn
+

).

Пусть u –– сужение на Rn
+

функции w из H s(Rn). Последнюю

можно аппроксимировать в H s(Rn) финитными бесконечно глад-

кими функциями wk по норме (..) или (..) соответственно при

целом и нецелом s. Тогда сужения uk этих функций на Rn
+

образуют

фундаментальную последовательность в H s
1(Rn

+
). Она сходится к u

по норме (..) или (..). Поэтому функция u из пространства

H s
1(Rn

+
) принадлежит H s

3(Rn
+

). При этом

‖u‖′H s(Rn
+

) ¶ ‖w‖
′
H s(Rn).

Переходя здесь к нижней грани справа по выбору w c w|Rn
+

= u

и используя эквивалентность норм ‖w‖s и ‖w‖′s в Rn, получаем, что

‖u‖′H s(Rn
+

) ¶ C‖u‖H s(Rn
+

).

Этим показано, что H s
1(Rn

+
) непрерывно вложено в H s

3(Rn).

4◦. Пространство H s
3(Rn

+
) непрерывно вложено в H s

1(Rn
+

).

Чтобы доказать это, нужна следующая теорема.

Теорема ... Для любого натурального N существует линей-
ный оператор EN u=w, при 0¶ s¶ N действующий ограниченным
образом из пространства H s

3(Rn
+

) в H s(Rn) и переводящий любую
функцию u из первого пространства в такую функцию w из второго
пространства, что ее сужение на Rn

+
совпадает с u.

Этот оператор продолжения будет указан в доказательстве. При

помощи этого оператора получается, что функции u из H s
3(Rn

+
) при-

надлежат H s
1(Rn

+
) и справедливо неравенство

‖u‖H s(Rn
+

) ¶ C‖u‖′H s(Rn
+

)
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с не зависящей от u постоянной C, так как левая часть здесь не

превосходит нормы ‖w‖H s(Rn) любого продолжения, в том числе про-

должения из теоремы .., а последняя оценивается через ‖w‖′H s(Rn)

и, значит, через ‖u‖′H s(Rn
+

).

Этим завершается доказательство теоремы ...

Доказательство теоремы ... Наиболее просто оно прово-

дится с использованием следующего оператора, предложенного

Хестенсом [] для гладкого продолжения гладких функций (см.

также []):

w(x′, xn)=(EN u)(x′, xn)=





u(x′, xn) при xn > 0,

N∑
1

λνu
�

x′,−1
ν

xn

�
при xn < 0,

(..)

где числа λν определяются системой уравнений

N∑
1

�
−1
ν

� j
λν = 1 ( j = 0, …, N−1). (..)

Проверим, что это оператор с нужными свойствами. Рассмот-

рим сначала случай целого неотрицательного s=m¶N .

Если u∈ C∞
0 (Rn

+
), то легко проверяется, что после продолжения

получается функция, принадлежащая C∞
0 (Rn

−) с одинаковыми одно-

сторонними производными при xn = 0 до порядка m− 1 включи-

тельно. Несложно проверяется, что такая функция w(x) принадле-

жит Hm(Rn) и что при этом выполнено неравенство

‖w‖′Hm(Rn ) ¶ C‖u‖′Hm(Rn
+

) (..)

с не зависящей от u постоянной C.

Если теперь {u j} –– последовательность функций из C∞
0 (Rn

+
), схо-

дящаяся к данной функции u по норме ‖ · ‖′m,Rn
+

, то соответствующая

последовательность {wj } сходится к некоторой функции w∈Hm(Rn),

и нетрудно проверить, что формулы (..) сохраняются для u и w.

Теперь рассмотрим случай 0< s<1 и N=1. В этом случае функ-

ция w –– четная по xn. Надо оценить три интеграла от выражения

|w(x)−w( y)|2
|x− y|n+2s

по Rn
− × Rn

−, Rn
− × Rn

+
, Rn

+
× Rn

− через аналогичный интеграл по

Rn
+
×Rn

+
. С первым интегралом нет проблем. Второй заменой xn на
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−xn приводится к интегралу
∫

Rn
+

∫

Rn
+

|u(x)−u( y)|2
[(x1− y1)2+…+ (xn−1− yn−1)2+ (xn+ yn)2]n/2+s dx dy.

Если в знаменателе заменить yn на −yn, то он уменьшается и инте-

грал увеличивается. Это и дает для него нужную оценку. Третий из

упомянутых выше интегралов оценивается аналогично.

Этим мы ограничимся. Общий случай дробного s рассмотрен

в [] (в довольно сложных обозначениях –– для анизотропных про-

странств, т. е. пространств с разными индексами гладкости по раз-

ным переменным).

Замечания об операторе продолжения.

. Числа 1/ν можно заменить любыми попарно разными поло-

жительными числами.

. Сумму в (..) можно умножить на любую функцию ψ(xn) из

C∞
0 (R−), равную 1 вблизи начала.

. Рассмотренный оператор продолжения EN при фиксирован-

ном N обслуживает конечный промежуток значений s: 0¶ s¶ N .

При увеличении s приходится менять оператор –– увеличивать N .

Существуют другие операторы продолжения, в частности, постро-

енный Сили оператор, не зависящий от s¾ 0 [], см. наш п. ..

Единый оператор продолжения удастся построить и для отрицатель-

ных s, для существенно более общих пространств и для существенно

более общих –– липшицевых областей. Такой оператор предложен,

как мы уже упоминали, В. C. Рычковым [], см. ниже наш § .

В частности, справедлив следующий результат при определении .

Доказательство будет приведено в § .

Теорема ... Существует универсальный оператор продолже-
ния E , действующий ограниченным образом из H s(Rn

+
) в H s(Rn) при

всех вещественных s, такой, что Eu
��
Rn
+

=u.

.. Свойства пространств Hs(Rn
+

). Свойства, которые мы сей-

час сформулируем, очевидны из определений или легко выводятся

из соответствующих свойств пространств H s(Rn) при помощи про-

должений и сужений.

. Пространство H0(Rn
+

) совпадает с L2(Rn
+

). При σ > s про-
странство Hσ(Rn

+
) непрерывно вложено в H s(Rn

+
) и является плот-

ным в H s(Rn
+

).
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. Теорема ... При s>n/2+ t, где t>0, пространство H s(Rn
+

)

непрерывно вложено в пространство C t
b(Rn

+
). При s = n/2+ t это

также верно, если t –– нецелое число.

Теорема ... При n/2> s и

s ¾
n
2
− n

p , 2 < p < ∞, (..)

пространство H s(Rn
+

) непрерывно вложено в пространство Lp(Rn
+

)

c нормой

‖u‖Lp(Rn
+

) =

� ∫

Rn
+

|u(x)|p dx
�1/p

. (..)

. При натуральном m пространство H−m(Rn
+

) состоит из ли-
нейных комбинаций производных порядка m в смысле обобщенных
функций в Rn

+
от функций из L2(Rn

+
).

. Теорема ... Пусть m –– целое неотрицательное число. Опе-
ратор умножения на функцию a(x) ограничен в H s(Rn

+
), если s=m+1

и a ∈ Cm,1
b (Rn

+
), а также если s=m+ θ , 0< θ < 1 и a ∈ Cm+ϑ

b (Rn
+

),

где ϑ∈ (θ , 1). Кроме того, на случай полупространства переносится
оценка вида (..).

. При 0< s<σ для любого ǫ>0 найдется такое Cǫ>0, что для
функций из Hσ(Rn

+
) выполняется неравенство

‖u‖s,Rn
+
¶ ǫ‖u‖σ,Rn

+
+Cǫ‖u‖0,Rn

+
. (..)

. Теорема ... При s> 1/2 функции u(x) из H s(Rn
+

) имеют
граничные значения (γ+u)(x′)= u(x′, 0) на границе Rn−1 полупро-
странства Rn

+
, принадлежащие H s−1/2(Rn−1), при этом оператор

перехода к граничному значению действует ограниченным образом
из H s(Rn

+
) в H s−1/2(Rn−1).

Граничное значение определяется аналогично следу в случаеRn.

Часто граничное значение тоже называют следом.

В теории уравнений в частных производных есть возможности

преодоления барьера s = 1/2. См. вариационную задачу Неймана

в § .

. Все пространства H s(Rn
+

) с s¾ 0 являются гильбертовыми.
Скалярные произведения, отвечающие нормам (..) и (..), лег-

ко выписываются. Пространство, сопряженное к H s(Rn
+

), s¾0, мож-
но поэтому отождествить с этим пространством.
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Второй способ реализации пространства, сопряженного к H s(Rn
+

),

с использованием продолжения скалярного произведения в L2(Rn
+

),

тоже есть, но для его объяснения потребуется введение новых про-

странств (в § ).

.. Граничные значения. К теореме .. мы добавим следую-

щее важное утверждение о правом обратном операторе к оператору

перехода к следу.

Теорема ... Существует не зависящий от s линейный опера-
тор, действующий при s¾1/2 ограниченным образом из H s−1/2(Rn−1)

в H s(Rn
+

), который при s> 1/2 переводит любую функцию v(x′) из
первого пространства в такую функцию u(x) из второго простран-
ства, что ее граничное значение (γ+u)(x′) совпадает с v(x′).

Аналогично, существует не зависящий от s линейный оператор,

действующий при s ¾ 1/2 ограниченным образом из H s−1/2(Rn−1)

в H s(Rn), который при s> 1/2 переводит любую функцию v(x′) из
первого пространства в такую функцию u(x) из второго простран-
ства, что ее след (γu)(x′) при xn=0 совпадает с v(x′).

Соответствующий оператор строится явно. Следует обратить

внимание на то, что он ограничен и при s= 1/2, что невозможно

в теореме ...

Доказательство достаточно провести для второго утверждения

теоремы. Запишем условие ограниченности:

‖u‖H s(Rn ) ¶ Cs‖v‖H s−1/2(Rn−1 ). (..)

Положим

ξ = (ξ′, ξn),
p

1+ |ξ′|2 = 〈ξ′〉. (..)

Пусть s = m + θ , 0 ¶ θ < 1. Заметим, что если u(x) –– функция из

H s(Rn), то ее норма в этом пространстве эквивалентна квадратному

корню из выражения

∫∫
|(F ′u)(ξ′, xn)|2〈ξ′〉2s dxn dξ′+

∫∫
|Dm

n (F ′u)(ξ′, xn)|2〈ξ′〉2θ dxn dξ′+

+

∫∫∫ |(F ′Dm
n u)(ξ′, xn)−(F ′Dm

n u)(ξ′, yn)|2

|xn− yn|1+2θ dxn dyn dξ′, (..)

где F ′ –– преобразование Фурье по x′ и Dn=−i∂/∂xn. Второе слагае-

мое опускается при m=0, а третье –– при θ =0.
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Пусть f (t) –– функция из H∞(R), равная 1 в начале координат,

например

f (t) =
1

1+ |t|2 . (..)

Положим (следуя работе [])

u(x) = F
′−1
�

(F ′v)(ξ′) f (xn〈ξ′〉)
�

. (..)

Ясно, что если, скажем, v(x′) –– гладкая финитная функция, то

u(x′, 0)= v(x′). Мы проверим, что для этой функции конечна вели-

чина (..) и что она оценивается через квадрат нормы функции v
в H s−1/2(Rn−1).

Первое слагаемое в (..) после подстановки в него функции

(..) имеет вид∫∫
|(F ′v)(ξ′)|2〈ξ′〉2s| f (xn〈ξ′〉)|2 dxn dξ′.

Сделав здесь замену xn〈ξ′〉= t, получим, что оно равно
∫
|(F ′v)(ξ′)|2〈ξ′〉2s−1 dξ′

∫
| f (t)|2 dt = C1‖v‖2H s−1/2(Rn−1 )

.

Аналогично для второго слагаемого в (..)
∫∫
|(F ′v)(ξ′)|2|Dm

n f (xn〈ξ′〉)|2〈ξ′〉2θ dxn dξ′

получим, что оно равно
∫
|(F ′v)(ξ′)|2〈ξ′〉2s−1 dξ′

∫
| f (m)(t)|2 dt = C2‖v‖2H s−1/2(Rn−1)

.

Третье слагаемое имеет вид

∫∫∫
|(F ′v)(ξ′)|2

|Dm
n f (xn〈ξ′〉)−Dm

n f ( yn〈ξ′〉)|2

|xn− yn |1+2θ
dxn dyn dξ′.

Заменив здесь xn〈ξ′〉 на t и yn〈ξ′〉 на τ, получим, что оно равно

∫
|(F ′v)(ξ′)|2〈ξ′〉2s−1 dξ′

∫∫ | f (m)(t)− f (m)(τ)|2
|t−τ|1+2θ dt dτ = C3‖v‖2H s−1/2(Rn−1 )

.

Этим желаемый результат доказан.

Более общие утверждения состоят в следующем. Приводим их

для Rn
+

. Первое из них непосредственно следует из теоремы ...

Теорема ... Пусть l + 1/2 < s, где l –– целое неотрицатель-
ное число. Тогда любая функция u(x) из H s(Rn

+
) имеет граничные
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значения D j
nu(x′, 0) на гиперплоскости xn= 0, принадлежащие про-

странствам H s− j−1/2(Rn−1) ( j = 0, …, l). При этом оператор пере-
хода к набору этих граничных значений

u(x′, 0), …, Dl
nu(x′, 0) (..)

действует ограниченным образом из H s(Rn
+

) в прямое произведение

пространств H s− j−1/2(Rn−1) ( j=0, …, l).

Эти граничные значения называются данными Коши порядка l
функции u на границе полупространства.

Теорема ... Для любого натурального l существует не завися-
щий от s линейный оператор, при s¾l+1/2 действующий ограничен-
ным образом из прямого произведения пространств H s− j−1/2(Rn−1)

( j=0, …, l) в пространство H s(Rn
+

), такой, что при s> l+1/2 образ
u любой вектор-функции (v0, …, vl) имеет данные Коши (v0, …, vl)

порядка l.

Доказательство. Достаточно построить такой оператор для слу-

чая, когда только одна производная Dk
n u(x′, 0) = vk(x′), 0 ¶ k ¶ l,

отлична от нуля, а остальные равны нулю. Приведем более общее

утверждение из книги []; в полном виде оно в дальнейшем пона-

добится в п. ..

Введем операторы

Tj : D(Rn−1)→ D(Rn) ( j = 0, 1, …) (..)

следующим образом.

Пусть θ j(t) –– функция из D(R), равная t j/ j! при |t|<1. Положим

(Tjϕ)(x) = F
′−1[〈ξ′〉− j(F ′ϕ)(ξ′)θ j(xn〈ξ′〉)], (..)

где F ′ –– преобразование Фурье по переменным x′ (x′→ ξ′) и 〈ξ′〉
определено в (..).

Лемма ... Операторы Tj обладают следующими свойствами.
1◦. Если ϕ ∈D(Rn−1), x′ ∈ Rn−1, то для любого мультииндекса

α= (α′, αn)

(∂αTjϕ)(x′, 0) =

¨
∂α
′
ϕ(x′) при αn = j,

0 при αn 6= j.
(..)

2◦. Tj продолжается до ограниченного линейного оператора

Tj : Hσ− j−1/2(Rn−1)→ Hσ(Rn) при σ ∈ R. (..)
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Доказательство леммы сводится к элементарной проверке. Со-

отношения (..) получаются дифференцированием под знаком

интеграла (определяющего обратное преобразование Фурье). Что-

бы проверить (..), вычислим преобразование Фурье от Tjϕ (ис-

пользуя подстановку xn〈ξ′〉=τ):

(F(Tjϕ))(ξ) = 〈ξ′〉− j−1(F ′ϕ)(ξ′)(Fnθ j)(ξn〈ξ′〉−1),

где Fn –– преобразование Фурье по xn (xn→ξn). Теперь при помощи

подстановки ξn=τ〈ξ′〉 получаем

‖Tjϕ‖2Hσ(Rn ) = Cσ‖ϕ‖2Hσ− j−1/2(Rn−1)
,

где

Cσ =
∫

(1+τ2)σ|(Fnθ j)(τ)|2 dτ

при любом σ.

В частности, этим доказана теорема ...

Разумеется, все это верно и для пространств в Rn
−.

Если функция принадлежит H s(Rn), s > 0, то ее данные Коши

порядка меньше s − 1/2 с двух сторон на гиперплоскости xn = 0

одинаковы, так как это следы в смысле п. ..

.. Продолжение нулем. В теореме .. был указан оператор

продолжения функции из H s(Rn
+

) до функции из H s(Rn), действу-

ющий ограниченным образом из первого пространства во второе.

В диапазоне значений s∈ [0, 1/2) вместо него можно использовать

оператор продолжения нулем, который мы обозначим через E0:

E0u(x) =

¨
u(x) при xn > 0,

0 при xn < 0.
(..)

Это будет доказано в следующей теореме. Но мы охватим в ней

и промежуток (1/2, 1) для s, подготавливая дальнейшие обобщения.

Теорема ... . Оператор E0 действует ограниченным образом
из H s(Rn

+
) в H s(Rn) при 0¶ s<1/2.

. При 1/2 < s < 1 этот же оператор действует ограничен-
ным образом из подпространства функций в H s(Rn

+
) с u(x′, 0)= 0

в H s(Rn).



§ . Пространства H s(Rn
+

) 

Доказательство. При s=0 это очевидно, так что пусть s>0. Для

функции v=E0u имеем

∫∫ |v(x)−v( y)|2
|x− y|n+2s dx dy =

=

∫

Rn
+

∫

Rn
+

|u(x)−u( y)|2
|x− y|n+2s dx dy+2

∫

Rn
+

|u(x)|2
∫

Rn
−

1

|x− y|n+2s dy dx. (..)

Теперь надо оценить второе слагаемое справа через квадрат нормы

‖u‖′s,Rn
+

. В этом слагаемом x ∈Rn
+

, y ∈ Rn
−, так что |x − y|> 0. При

фиксированном x мы вычисляем внутренний интеграл по y при по-

мощи замены y− x= z и перехода от z к сферическим координатам.

Получаем, что второе слагаемое не превосходит

C1

∫

Rn
+

|u(x)|2
|x|2s dx

с некоторой постоянной C1, а последний интеграл, в свою очередь,

не превосходит

∫

Rn−1

∞∫

0

|u(x ′, xn)|2
x2s

n

dxn dx′. (..)

Мы сначала получим желаемый результат в одномерном случае.

Теорема ... Пусть u(t) –– гладкая функция на луче R+ с ком-
пактным носителем. Тогда:

. При 0< s<1/2 справедливо неравенство

∞∫

0

|u(t)|2
t2s dt ¶ C
� ∞∫

0

|u(t)|2dt+
∞∫

0

∞∫

0

|u(t)−u(τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�
(..)

с постоянной, не зависящей от u.

. При 1/2 < s < 1 такое же неравенство справедливо, если
u(0)=0.

Доказательство. . Докажем первое утверждение теоремы. Это

не очень просто.

Заметим, что

t−su(t) = t−1−s
2t∫

t

[u(t)−u(τ)] dτ+ t−1−s
2t∫

t

u(τ) dτ. (..)
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Под ‖ f ‖Ih
в этом доказательстве будем понимать L2-норму функции

f по интервалу Ih= (0, h). Нашей целью будет вывод нужной оценки

для ‖t−su(t)‖I1/2
(см. ниже формулу (..)): получив ее, мы легко

закончим доказательство.

В силу соотношения (..) имеем

‖t−su(t)‖I1/2
¶

¶




t−1−s
2t∫

t

[u(t)−u(τ)] dτ





I1/2

+




t−1−s
2t∫

t

u(τ) dτ





I1/2

. (..)

В первом слагаемом справа в (..) оценим интеграл при помо-

щи неравенства Шварца:

���
2t∫

t

[u(t)−u(τ)] dτ
���¶ t1/2
� 2t∫

t

|u(t)−u(τ)|2 dτ
�1/2

.

Так как здесь 0¶τ− t¶ t, то получаем




t−1−s
2t∫

t

[u(t)−u(τ)] dτ





I1/2

¶

� ∞∫

0

∞∫

0

|u(t)−u(τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�1/2
(..)

(в правой части мы заменили два интеграла интегралами по (0, ∞)).

Второе слагаемое справа в (..) преобразуем и оценим следу-

ющим образом. При фиксированном t заменим в интеграле τ на tσ;

это слагаемое примет вид




t−s
2∫

1

u(tσ)dσ





I1/2

,

где норма берется по переменному t. Норма интеграла не превос-

ходит интеграла от нормы (это следствие из неравенства треуголь-

ника в данном случае для L2-нормы от римановой интегральной

суммы), поэтому последнее выражение не превосходит

2∫

1

‖t−su(tσ)‖I1/2
dσ.

(Это конечная величина, так как s< 1/2.) При фиксированном σ

норму под знаком интеграла преобразуем заменой tσ на θ :

� 1/2∫

0

t−2s|u(tσ)|2dt
�1/2

= σs−1/2
� σ/2∫

0

θ−2s|u(θ )|2dθ
�1/2

.
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Теперь видно, что второе слагаемое справа в (..) оценивается так:




t−1−s
2t∫

t

u(τ) dτ





I1/2

¶

2∫

1

σs−1/2dσ‖t−su(t)‖I1
¶

¶ γ(s)‖t−su(t)‖I1/2
+γ(s)2s‖u(t)‖R+ , (..)

где ‖ · ‖R+ –– L2-норма по полуоси и (это ключевое неравенство в до-

казательстве)

γ(s) =

2∫

1

σs−1/2dσ <
2∫

1

dσ = 1. (..)

Из соотношений (..)––(..) получаем

‖t−su(t)‖I1/2
¶ (1−γ(s))−1
� ∞∫

0

∞∫

0

|u(t)−u(τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�1/2
+C1‖u‖R+ .

(..)

Остается учесть, что

‖t−su(t)‖R+ ¶ ‖t
−su(t)‖I1/2

+2−s‖u(t)‖R+ .

. Проверим второе утверждение теоремы. Вместо равенства

(..) запишем

t−su(t) = t−1−s
t∫

0

[u(t)−u(τ)] dτ+ t−1−s
t∫

0

u(τ) dτ. (..)

Оба слагаемых в правой части квадратично интегрируемы, посколь-

ку u(0)=0. Для первого слагаемого справа аналогично (..) полу-

чаем



t−1−s

t∫

0

[u(t)−u(τ)] dτ





I1

¶

� ∞∫

0

∞∫

0

|u(t)−u(τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�1/2
.

(..)

Для второго слагаемого справа в (..) аналогично (..) получа-

ем



t−1−s

t∫

0

u(τ) dτ





I1

¶ δ(s)‖t−su(t)‖I1
, (..)

где

δ(s) =

1∫

0

σs−1/2 dσ < 1. (..)
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В итоге получается неравенство

‖t−su(t)‖I1
¶ (1−δ(s))−1
� ∞∫

0

∞∫

0

|u(t)−u(τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�1/2
, (..)

приводящее к цели.

Следствие ... При 0< s< 1/2 для интеграла (..) справед-
ливо неравенство

∫

Rn−1

∞∫

0

|u(x ′, xn)|2
x2s

n

dxn dx′ ¶

¶ C
� ∫

Rn
+

|u(x)|2 dx+
∫

Rn−1

dx′
∞∫

0

∞∫

0

|u(x ′, t)−u(x ′, τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ

�
. (..)

Такое же неравенство верно при 1/2 < s < 1 для функций u(x) c
u(x′, 0)=0.

Действительно, это получается из нашего результата в одномер-

ном случае интегрированием по x′. В свою очередь, из этого след-

ствия вытекает утверждение теоремы .., так как

∫

Rn
+

|u|2 dx+
∫

Rn−1

dx′
∞∫

0

∞∫

0

|u(x ′, t)−u(x ′, τ)|2
|t−τ|1+2s dt dτ ¶ ‖u‖′2H s(Rn

+
).

Поясним, что слева мы имеем квадрат анизотропной нормы порядка

(0, s) по (x′, xn). Это выявляется преобразованием Фурье по x′.

Теперь докажем теорему с полным описанием функций из H s(Rn
+

)

при не полуцелом s> 0, допускающих продолжение нулем, при ко-

тором получается функция из H s(Rn).

Теорема ... Пусть s –– положительное не полуцелое число и
u(x) –– функция из H s(Rn

+
). Положим

v(x) =

¨
u(x) при xn > 0,

0 при xn < 0.
(..)

При 0< s< 1/2 эта функция принадлежит H s(Rn). При s> 1/2 для
принадлежности этой функции к H s(Rn) необходимо и достаточно,

чтобы данные Коши порядка [s−1/2] функции u(x) при xn=0 рав-
нялись нулю. B этом случае

‖u‖H s(Rn
+

) ¶ ‖v‖H s(Rn ) ¶ C‖u‖H s(Rn
+

). (..)
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Доказательство. Необходимость этих условий следует из того,

что продолженная функция должна иметь одинаковые данные Коши

с двух сторон при xn=0. Проверим достаточность. Интегрировани-

ем по частям проверяем, что производные продолженной функции

порядка не выше s в смысле обобщенных функций совпадают с про-

должениями нулем тех же производных исходной функции. Если s
не полуцелое, то теперь дело сводится к оценке норм производных

старшего порядка продолженной функции через нормы производ-

ных того же порядка исходной функции, а это делается при помощи

теоремы ...

В (..) мы уже получили второе неравенство, а первое следует

просто из определения нормы в полупространстве.

Если s –– полуцелое положительное число, то мы получим доста-

точные условия для возможности продолжения нулем, если вклю-

чим в них условие сходимости интегралов, которые оценить не уда-

ется: ∫

Rn
+

|∂αu(x)|2
|xn|

dx < ∞ (|α| = s−1/2). (..)

См. [].

.. Склейка функций из Hs(Rn
+

) и Hs(Rn
−

).

Теорема ... Пусть s –– положительное не полуцелое число, и
пусть функции u±(x) принадлежат соответственно H s(Rn

±). Поло-
жим

u(x) =

¨
u+(x) при xn > 0,

u−(x) при xn < 0.
(..)

Если 0< s<1/2, то эта функция принадлежит H s(Rn). Если s>1/2,

то для ее принадлежности к H s(Rn) необходимо и достаточно, что-
бы функции u±(x) имели при xn=0 одинаковые данные Коши поряд-
ка [s−1/2].

Доказательство. Первое утверждение очевидно: мы можем про-

должить функции нулем и сложить. Пусть s> 1/2. Необходимость

условий следует из того, что функция из H s(Rn) должна иметь оди-

наковые данные Коши с двух сторон при xn=0. Достаточность про-

веряется следующим образом. Вычтем из u(x) функцию из H s(Rn)

с заданными данными Коши. После этого в полупространствах Rn
±

мы будем иметь функции, допускающие продолжение нулем на Rn
∓,

получатся функции из H s(Rn), и их снова можно сложить.
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.. Разложение пространства Hs(Rn) при |s|< 1/2 в сумму

двух подпространств. Вернемся к теореме ... Из нее получаем

Следствие ... При 0 ¶ s < 1/2 оператор умножения на ха-
рактеристическую функцию θ+ полупространства Rn

+
ограничен

в H s(Rn).

Действительно, при s= 0 это очевидно. Пусть 0< s< 1/2 и w ∈
∈H s(Rn). Тогда сужение u функции w на Rn

+
принадлежит H s(Rn

+
),

и по доказанному

‖E0u‖H s(Rn) ¶ C‖u‖H s(Rn
+

).

Но норма в правой части не превосходит ‖w‖H s(Rn ), а функция E0u
совпадает с θ+w. �

Разумеется, для Rn
− все аналогично.

Следствие ... При 0 ¶ s < 1/2 любая функция w из H s(Rn)

представима в виде суммы двух функций w± из этого пространства
с носителями соответственно в Rn

±. При этом операторы перехода
от w к w± ограничены.

Действительно, достаточно положить

w± = θ±w, (..)

где θ− –– характеристическая функция полупространства Rn
−.

Теперь нам понадобится теорема ... Используя ее, получаем

из следствия ..

Следствие ... При 0¶ s< 1/2 каждую функцию w из H s(Rn)

можно с любой точностью аппроксимировать в этом простран-
стве суммой двух функций ew± из него с носителями, лежащими со-
ответственно строго внутри Rn

±, и, значит, суммой двух функций
ϕ± из C∞

0 (Rn) с носителями, лежащими строго внутри этих полу-
пространств.

Следствие ... Оператор умножения на θ+ продолжается до
ограниченного оператора в H s(Rn) при −1/2< s<0.

Действительно, это пространство сопряжено к H |s|(Rn) относи-

тельно продолжения формы (u, v)0,Rn . Для функций ϕ, ψ из C∞
0 (Rn)

имеем

(θ+ϕ,ψ)Rn = (ϕ, θ+ψ)Rn .

Аппроксимируя такими функциями ψ заданную функцию v из

H |s|(Rn) и функциями ϕ заданную (обобщенную) функцию u из
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H s(Rn), можно перейти к пределу справа. Значит, и левая часть

имеет предел, чем и определяется интересующий нас оператор:

(θ+u, v)Rn = (u, θ+v)Rn . (..)

Нетрудно убедиться в корректности этого определения –– его незави-

симости от выбора аппроксимирующих последовательностей. Оста-

ется воспользоваться следствием ...

Итак, операторы умножения на характеристические функции

θ± полупространств Rn
± ограничены в H s(Rn) при |s|<1/2. Эти опе-

раторы –– обозначим их через P± –– в сумме равны единичному опе-

ратору I. Они являются взаимно дополнительными проекторами

в H s(Rn) на подпространства в этом пространстве, состоящие из

элементов с носителями в Rn
±. Обозначим эти подпространства че-

рез eH s(Rn
±). Более общие пространства eH s(Rn

+
) мы рассмотрим в § .

При s>1/2 оператор умножения на функцию θ+ уже не являет-

ся ограниченным в H s(Rn) по существу из-за того, что при xn = 0

функция из этого пространства может иметь ненулевой след. На

самом деле ограниченности нет и при s=1/2. Пример фактически

содержится в книге Г. И. Эскина [].

Полученные результаты допускают другое содержательное дока-

зательство, приведенное в только что указанной книге, основанное

на переходе к преобразованиям Фурье. Можно показать, что если

ϕ –– функция из C∞
0 (Rn), то

F(P+ϕ)(ξ) = F[θ+ϕ](ξ) =
1

2πi

∫ ψ(ξ′, ηn)

ξn− i0−ηn
dηn =

=
1

2πi
lim
τ→−0

∫ ψ(ξ′, ηn)

ξn+ iτ−ηn
dηn, (..)

где ψ= Fϕ. Выражение в правой части обозначим через Π+ψ. Опе-

ратор Π+ можно записать также в виде

Π+ψ(ξ) =
1
2
ψ(ξ)+

1
2πi

p. v.
∫ ψ(ξ′, ηn)

ξn−ηn
dηn. (..)

Здесь мы имеем сингулярный интегральный оператор (знаменатель

имеет критическую особенность); буквы p.v. (principal value) озна-

чают, что понимать его надо в смысле главного значения по Коши ––

как предел интеграла по ηn с |ξn−ηn|>ǫ при ǫ→0. См. п. ..



 Глава I. Пространства H s

Аналогичный операторΠ−= I−Π+ дляRn
− выражается такой же

формулой с изменением знака перед вторым слагаемым:

Π−ψ(ξ) =
1
2
ψ(ξ)− 1

2πi p. v.
∫ ψ(ξ′, ηn)

ξn−ηn
dηn. (..)

Доказывается, что оператор Π+ действует ограниченным обра-

зом в пространстве bH s(Rn) образов Фурье функций из H s(Rn) при

|s|< 1/2. Такое же утверждение верно для оператора Π− = I −Π+.

Там же приведен подпирающий пример, показывающий, что утвер-

ждение неверно при s=1/2: оператор Π+ не ограничен в H1/2(Rn);

его область определения плотна в этом пространстве.

§ . Пространства eHs(Rn
+

) и H̊s(Rn
+

)

.. Пространства eHs(Rn
+

). Пространство eH s(Rn
+

) при любом

вещественном s определяется как подпространство функций из

H s(Rn) с носителями, лежащими в Rn
+

. Норма в eH s(Rn
+

) наследуется

из H s(Rn). Условие замкнутости выполняется очевидным образом.

Действительно, пусть последовательность функций u j из eH s(Rn
+

)

сходится к u в этом пространстве, а ϕ –– функция из C∞
0 (Rn) c носи-

телем, содержащимся в Rn
−. Тогда (u j, ϕ)Rn =0, и в силу обобщенно-

го неравенства Шварца (рассматриваем функцию ϕ как лежащую

в H−s(Rn)) получается, что (u,ϕ)Rn =0.

Используя плотность линеала C∞
0 (Rn) в H s(Rn) и операцию

сдвига (см. п. .), нетрудно проверить, что множество финитных
бесконечно гладких функций с носителями, лежащими внутри Rn

+
,

плотно в eH s(Rn
+

). Поэтому eH s(Rn
+

) можно определить и как попол-

нение линеала C∞
0 (Rn

+
) (функции из него считаем продолженными

нулем на Rn
−) в H s(Rn).

Элементы пространства eH s(Rn
+

) можно рассматривать также как

функции из H s(Rn
+

), которые после их продолжения нулем на Rn
−

оказываются принадлежащими H s(Rn). Этим мотивируется обозна-

чение.

В теоремах .. и .. продолженные нулем функции попада-

ют, конечно, в eH s(Rn
+

). Фактически оператор продолжения нулем

ограничен при |s|< 1/2. Например, это видно из следствий .. и

..: продолжение нулем равносильно какому угодно продолжению

до функции из H s(Rn) с последующим умножением на θ+. В обрат-

ную сторону ограничен оператор сужения. Поэтому получается
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Теорема ... Пространства H s(Rn
+

) и eH s(Rn
+

) допускают отож-
дествление при |s|<1/2, соответствующие нормы эквивалентны.

Для Rn
− все можно повторить с естественными поправками.

Пространства H s(Rn
±) фактически являются фактор-простран-

ствами:
H s(Rn

±) = H s(Rn)/ eH s(Rn
∓). (..)

Введем оператор

Λ
t
+
= F−1[iξn+ 〈ξ′〉]t F. (..)

Здесь вещественная степень zh ненулевого комплексного числа z
с главным значением аргумента arg z∈ (−π,π] определяется равен-

ством
zh
= |z|heih arg z.

В следующей теореме описывается образ пространства eH s(Rn
+

)

при преобразовании Фурье. Мы приведем краткие пояснения; де-

тали можно найти в книге Эскина [].

Теорема ... Пусть u(x) –– функция (или обобщенная функ-
ция) из eH s(Rn

+
) и v(ξ) –– ее преобразование Фурье. Тогда при почти

всех ξ′ функция v(ξ′, ξn) допускает аналитическое продолжение до
регулярной функции v(ξ′, ζn) по последнему переменному ζn=ξn+ iτ
в нижней полуплоскости (τ<0), являющееся непрерывной функцией
от τ (τ¶0) со значениями в bH s(Rn). При этом∫

|v(ξ′, ξn+ iτ)|2(1+ |ξ|2+ |τ|2)s dξ ¶ Cu, τ ¶ 0, (..)

где постоянная справа не зависит от τ.
Обратно, любая функция v с такими свойствами является пре-

образованием Фурье функции из eH s(Rn
+

).
Верхнюю грань левой части в (..) можно принять за квадрат

нормы в eH s(Rn
+

).
Оператор Λt

+
взаимно однозначно и непрерывно отображает

пространство eH s(Rn
+

) на пространство eH s−t(Rn
+

) при любых веще-
ственных s и t. Обратным к нему является оператор Λ−t

+
.

При s=0 первый абзац формулировки в случае n=1 –– это один

из вариантов теоремы Пэли––Винера, ср. [, § ]. Поясним его сле-

дующим образом. Если u(x) –– функция из L2(R), равная нулю при

x<0, а v(ξ) –– ее преобразование Фурье, то при τ<0 функция

F[u(x)exτ] =

∞∫

0

e−ix(ξ+iτ)u(x) dx = v(ξ+ iτ) (..)
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допускает дифференцирование по комплексному переменному ζ=

=ξ+ iτ и имеет равномерно по τ ограниченную L2-норму по пере-

менному ξ в силу равенства Парсеваля:

‖v(ξ+ iτ)‖ = c‖u(x)eτx‖ ¶ Const .

Очевидно также, что

‖v(ξ+ iτ)− v(ξ)‖= c‖u(x)[1− eτx]‖ → 0 при τ ↑ 0.

Обратно, если v(x) обладает только что указанными свойствами, то

для прообраза Фурье этой функции при τ<0

‖u(x)exτ‖ ¶ Const,

а отсюда от противного выводится, что u(x)= 0 при x < 0 почти

всюду.

Распространение результата на n>1 не вызывает затруднений.

Оператор Λt
+

аналогичен оператору Λt (см. п. .), и ясно, что он

непрерывно и однозначно отображает H s(Rn) на H s−t(Rn). Но для

образов Фурье Fu функций u из eH s(Rn
+

) он сохраняет аналитичность

по ζn = ξn + iτ в нижней полуплоскости, что по существу связано

с равенством прообраза Фурье u(x) нулю при xn< 0. Он сохраняет

также оценки вида (..) ввиду очевидной эквивалентности

|iζn+ 〈ξ′〉| ∼ 1+ |ξ′|+ |ξn|+ |τ|.
Еще одна теорема о пространствах eH−s(Rn

+
) (отрицательного по-

рядка) будет приведена в п. ..

.. Двойственность пространств Hs(Rn
+

) и eH−s(Rn
+

).

Теорема ... Пространства H s(Rn
+

) и eH−s(Rn
+

) являются вза-
имно сопряженными относительно продолжения скалярного про-
изведения в L2(Rn

+
) на их прямое произведение. Здесь −∞ < s <∞.

В частности, эти пространства рефлексивны.

Доказательство. . Пусть u1 –– любой элемент из H s(Rn
+

), v1 ––

принадлежащее H s(Rn) продолжение для u1∈H s(Rn
+

), а u2 –– снача-

ла финитная бесконечно гладкая функция с носителем, лежащим

внутри Rn
+

. Тогда форма

(u1, u2)Rn
+

:= (v1, u2)Rn (..)

определена и не зависит от выбора продолжения v1. Здесь u2 рас-

сматривается как элемент из H−s(Rn). Эта форма продолжается на
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u2 из eH−s(Rn
+

), поскольку там плотно множество бесконечно глад-

ких финитных функций с носителями, лежащими внутри Rn
+

. В силу

обобщенного неравенства Шварца

|(v1, u2)Rn | ¶ ‖v1‖H s(Rn )‖u2‖H−s(Rn ) = ‖v1‖H s(Rn )‖u2‖ eH−s(Rn ).

Отсюда переходом к нижней грани нормы по выбору v1 получаем

|(v1, u2)Rn | ¶ ‖u1‖H s(Rn
+

)‖u2‖ eH−s(Rn
+

). (..)

Мы ввели нужную двойственность, получили обобщенное неравен-

ство Шварца в Rn
+

и показали, что каждый элемент u2 из eH−s(Rn
+

)

определяет линейный непрерывный функционал над H s(Rn
+

) по

формуле (..), при этом норма этого функционала не превосходит

‖u2‖ eH−s(Rn
+

).

Обратно, пусть f (u1) –– линейный непрерывный функционал

над H s(Rn
+

). Взяв любое v1∈H s(Rn), получаем линейный непрерыв-

ный функционал

g(v1) = f (v1|Rn
+

)

над H s(Rn), так как операция сужения на Rn
+

непрерывна из H s(Rn)

в H s(Rn
+

). Но функционалы над H s(Rn) реализуются при помощи

элементов из H−s(Rn):

g(v1) = (v1, u2)Rn .

Наш функционал равен нулю, если v1 –– финитная бесконечно глад-

кая функция с носителем в Rn
−. Поэтому supp u2⊂Rn

+
и u2∈ eH−s(Rn

+
).

Мы представили наш функционал f (u1) в виде (..). От выбора

продолжения v1 для u1 он не зависит.

При этом

‖u2‖ eH−s(Rn
+

) = ‖u2‖H−s(Rn ) = sup
v1 6=0

|(v1, u2)Rn |
‖v1‖Hs (Rn )

.

Пусть v1|Rn
+

=u1, тогда справа стоит

sup
v1 6=0

| f (u1)|
‖v1‖Hs (Rn )

¶ sup
u1 6=0

| f (u1)|
‖u1‖Hs (Rn

+
)

.

Правая часть –– норма нашего функционала. Мы получили обратное

неравенство: норма ‖u2‖ eH−s(Rn
+

) не превосходит нормы соответству-

ющего функционала. Значит, эти величины совпадают.
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. Пусть u1 –– любой элемент из H−s(Rn
+

). Тогда форма (..) оп-

ределяет антилинейный непрерывный функционал над u2∈ eH s(Rn
+

).

Здесь v1 –– любое продолжение для u1, принадлежащее H−s(Rn), от

выбора которого функционал не зависит. Норма этого функционала

не превосходит ‖u1‖H−s(Rn
+

). Это проверяется, как в начале доказа-

тельства: используем обобщенное неравенство Шварца и миними-

зацию по продолжениям.

Пусть теперь h(u2) –– непрерывный антилинейный функционал

над eH s(Rn
+

). По теореме Хана––Банаха его можно продолжить на все

H s(Rn) без увеличения нормы и после этого представить в виде

h(u2) = (v1, u2)Rn ,

где v1∈H−s(Rn). При этом

‖v1‖H−s(Rn) = sup
|(v1, u2)Rn |
‖u2‖Hs (Rn)

,

где верхняя грань берется по всем ненулевым u2∈H s(Rn). В числите-

ле стоит модуль значения нашего функционала на u2. Значит, спра-

ва –– норма продолженного функционала. Но так как при продолже-

нии норма не увеличилась, то верхнюю грань достаточно брать по

u2∈ eH s(Rn
+

). Если v1 –– продолжение для u1∈H−s(Rn
+

), то слева мож-

но сделать минимизацию и получить оценку для ‖u1‖H−s(Rn
+

) через

норму функционала. Значит, эти величины совпадают.

Замечания. . Двойственность можно записать также следую-

щим образом. Если u1 принадлежит пространству H s(Rn
+

), а u2 ––

пространству eH−s(Rn
+

), то в первом пространстве аппроксимиру-

ем функцию u1 последовательностью функций ϕk из C∞
0 (Rn

+
), а во

втором –– функцию u2 последовательностью функцийψk из C∞
0 (Rn

+
).

Полагаем

(u1, u2)Rn
+
= lim

k→∞
(ϕk,ψk)0,Rn

+
. (..)

. После того как мы построим универсальный оператор продол-

жения E (в § ), можно будет написать

(u1, u2)Rn
+
= (Eu1, u2)Rn . (..)

.. Пространства H̊s(Rn
+

). Это подпространство пространства

H s(Rn
+

) определяется как пополнение линеала D(Rn
+

) = C∞
0 (Rn

+
)

в H s(Rn
+

).
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Мы хотим выяснить, из каких элементов в H s(Rn
+

) состоит

это подпространство. В частности, представляет интерес его срав-

нение с самим H s(Rn
+

), а также с eH s(Rn
+

). Пространства H̊ s(Rn
+

)

и eH s(Rn
+

) –– это два пополнения линеала C∞
0 (Rn

+
), но по разным

нормам: в H s(Rn
+

) и в H s(Rn) (во втором случае подразумевается

продолжение функций нулем вне Rn
+

).

Но прежде чем заняться этими вопросами, мы приведем вспо-

могательную теорему о пространствах H−s(Rn) отрицательного по-

рядка, представляющую самостоятельный интерес. Она взята из

книги [].

Обозначим через Rn−1
0 граничную гиперплоскость полупростран-

ства Rn
+

, определяемую уравнением xn=0, и через H−s
0 (Rn) подпро-

странство элементов из H−s(Rn) с носителями на этой гиперплоско-

сти. Речь идет об описании этого подпространства. Очевидно, что

оно совпадает с eH−s(Rn
−)∩ eH−s(Rn

+
).

Теорема ... Пространство H−s
0 (Rn) состоит из одного нуля

при s¶1/2, а при s>1/2 оно состоит из обобщенных функций вида

f =
∑

0¶ j<s−1/2

g j⊗δ( j)(xn), где g j ∈ H−s+ j+1/2(Rn−1). (..)

Здесь δ( j)(xn) –– производная порядка j от дельта-функции δ(xn).

Из (..) видно, в частности, что f как «обобщенная функция по xn»

сосредоточена в одной точке 0.

В доказательстве мы ограничимся случаем полуцелых s= k+1/2,

k ∈Z+. Случай s ∈ (k+ 1/2, k+ 3/2) немного проще (не нужен по-

следний шаг, см. ниже), и мы его оставляем читателю. Неравенство

j< s−1/2 теперь имеет вид j< k.

Доказательство теоремы .. для s = k + 1/2. Прежде все-

го отметим, что обобщенные функции вида (..) принадлежат

H−s
0 (Rn). Действительно, они сосредоточены на гиперплоскости

xn=0 и имеют преобразования Фурье, принадлежащие, как нетруд-

но проверить, bH−s(Rn).

Сделаем следующее замечание. Если f ∈ H−s
0 (Rn), s = k + 1/2,

и ρ –– функция из D(Rn) c нулевыми данными Коши при xn= 0 до

порядка k включительно, то 〈 f , ρ〉=0. Действительно, положим

ρ±(x) =

¨
ρ(x) при x ∈ Rn

±,

0 вне Rn
±.
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Тогда ρ± ∈ eHσ(Rn
±), σ ∈ (s, s+ 1). Поэтому ρ± можно аппроксими-

ровать функциями из Hσ(Rn) с носителями, лежащими внутри Rn
±,

а такие основные функции обобщенная функция f аннулирует. Зна-

чит, она аннулирует ρ.

Теперь для заданной обобщенной функции f ∈ H−s
0 (Rn), s =

= k+1/2, мы построим такие обобщенные функции

g j ∈ H−s+ j+1/2(Rn−1) ( j = 0, …, k),

что для любой функции ϕ∈D(Rn) выполняется равенство

­
f −

k∑
0

g j⊕δ( j), ϕ

·
= 〈 f , ρ〉, (..)

где ρ –– функция из C∞
0 (Rn) c нулевыми данными Коши при xn=0 до

порядка k включительно. В силу только что сделанного замечания

правая часть здесь нулевая, так что мы получим (..), но с «лиш-

ним» слагаемым ( j = k). В конце доказательства мы покажем, что

оно равно нулю.

Для построения g j воспользуемся операторами (..) и лем-

мой ... Определим g j формулой

〈g j ,ϕ〉 = (−1) j( f , Tjϕ) (ϕ ∈ D(Rn−1)). (..)

Тогда справедлива формула (..), где

ρ = ϕ−
k∑
0

Tjψ j , ψ j = ∂ j
nϕ(x′, 0), (..)

так что ρ имеет при xn = 0 нулевые данные Коши до порядка k
включительно. При этом

|〈g j ,ϕ〉| ¶ ‖ f ‖H−s(Rn)‖Tjϕ‖H s(Rn ) ¶ C‖ f ‖H−s(Rn)‖ϕ‖H s− j−1/2(Rn−1),

так что ‖g j‖H−s+ j+1/2(Rn−1) ¶ C‖ f ‖H−s(Rn ). Получается формула (..)

с лишним последним слагаемым.

Остается показать, что в этом последнем слагаемом gk равно

нулю. Допустим, что это не так.

Как было показано на первом шаге доказательства, остальные

слагаемые вместе с левой частью принадлежат H−k−1/2(Rn). Значит,

рассматриваемое слагаемое тоже ему принадлежит. Запишем квад-

рат его нормы через преобразование Фурье:

∫∫ |(F ′gk)(ξ′)|2ξ2k
n

(1+ |ξ′|2+ξ2
n)k+1/2

dξ′ dξn.
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Так как

1+ |ξ′|2+ξ2
n ¶ (1+ |ξ′|2)(1+ξ2

n),

то последний интеграл не меньше

∫ |(F ′gk)(ξ′)|2
(1+ |ξ′|2)k+1/2

dξ′
∫ ξ2k

n

(1+ξ2
n)k+1/2

dξn.

Но здесь последний интеграл расходится, поэтому обязательно

(F ′gk)(ξ′)= 0 почти всюду, т. е. на самом деле gk –– нулевая функ-

ция.

Как функционалы над функциями, скажем, из H s(Rn
+

) элемен-

ты рассмотренного пространства действуют на граничные значения

этих функций. Приведем полезный для дальнейшего пример.

Пример. Пространство eH−1−σ(Rn
+

), |σ|<1/2, дуально к H1+σ(Rn
+

)

и содержит функционалы, сосредоточенные на граничной гипер-

плоскости Rn−1. Пусть речь идет об антилинейных функционалах.

Как видно из теоремы, они реализуются в виде (g, u+)Rn−1 : здесь

u+∈H1/2+σ(Rn−1) и g∈H−1/2−σ(Rn−1).

Теперь перейдем к пространствам H̊ s(Rn
+

).

Теорема ... Пространства H̊ s(Rn
+

) и H s(Rn
+

) совпадают при
s¶1/2 и не совпадают при s>1/2.

Иначе говоря, линеал D(Rn
+

) плотен в H s(Rn
+

) в том и только

в том случае, когда s¶1/2.

Доказательство. Плотность легко проверяется при s<1/2. Дей-

ствительно, если 0< s< 1/2, то функция из H s(Rn
+

) допускает про-

должение нулем до функции из eH s(Rn
+

), а там плотны бесконеч-

но гладкие функции с носителями в Rn
+

, поэтому они плотны и в

H s(Rn
+

). Как следствие функции из D(Rn
+

) плотны в H s(Rn
+

) и при

отрицательных s. При s>1/2 такого результата быть не может, так

как при этих s функция из H s(Rn
+

) может иметь ненулевое гранич-

ное значение.

При s= 1/2 нет ограниченного оператора продолжения нулем.

Однако если бы замыкание линеала D(Rn
+

) в гильбертовом про-

странстве H1/2(Rn
+

) не совпадало с последним пространством, то

в двойственном пространстве eH−1/2(Rn
+

) нашелся бы ненулевой

функционал, сосредоточенный на граничной гиперплоскости. Но

из теоремы .. следует, что таких функционалов нет.
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Теорема ... При s > 1/2 пространство H̊ s(Rn
+

) совпадает
с подпространством в H s(Rn

+
), состоящим из элементов u, у ко-

торых все производные ∂αu(x) порядка |α| < s − 1/2 обращаются
в нуль при xn=0. Это равносильно обращению в нуль данных Коши
∂ j u(x′, 0), j< s−1/2.

Доказательство. Поясним прежде всего, что все эти произ-

водные получаются дифференцированием производных по xn при

xn= 0. Далее, функция из H s(Rn
+

), допускающая (сколь угодно точ-

ную) аппроксимацию функциями из D(Rn
+

), обязательно имеет ну-

левые производные порядка |α|< s−1/2, так как они нулевые у ап-

проксимирующих функций, а из сходимости в H s(Rn
+

) следует схо-

димость граничных значений этих производных в соответствующих

пространствах. В обратную сторону мы легко можем получить ре-

зультат при не полуцелых s. Действительно, в этом случае указанное

подпространство состоит из функций, допускающих ограниченное

продолжение нулем до функций из eH s(Rn
+

), а такие функции можно

аппроксимировать финитными бесконечно гладкими функциями c

носителями, лежащими в Rn
+

.

При полуцелых s остается сослаться на теорему ... Из нее

следует, что именно на этом подпространстве нет нетривиальных

функционалов, сосредоточенных на граничной гиперплоскости.

Сравнивая полученные результаты с результатами в п. ., полу-

чаем

Следствие ... При не полуцелом s> 0 пространство H̊ s(Rn
+

)

совпадает с подпространством функций в H s(Rn
+

), продолжения ко-

торых нулем принадлежат eH s(Rn
+

). При этом нормы такой функ-
ции в H̊ s(Rn

+
) и ее продолжения в eH s(Rn

+
) эквивалентны.

При полуцелом s сужения функций из eH s(Rn
+

) на Rn
+

содержатся

в H̊ s(Rn
+

). В силу определения нормы в H s(Rn
+

) как нижней грани

соответствующее вложение непрерывно.

.. Пространства eH−s(Rn
+

) и H−s(Rn
+

) при s>1/2. Можно счи-

тать, что пространство eH−s(Rn
+

) состоит из непрерывных антили-

нейных функционалов над H s(Rn
+

). Их сужения на подпространство

eH s(Rn
+

) образуют пространство H−s(Rn
+

). И наоборот, антилиней-

ные непрерывные функционалы на eH s(Rn
+

) продолжаются до непре-



§ . Пространства H s в ограниченной области 

рывных антилинейных функционалов на H s(Rn
+

) по теореме Хана––

Банаха.

Если мы зафиксируем единый способ продолжения функциона-

лов на eH s(Rn
+

) до функционалов на H s(Rn
+

), то получим включение

eH−s(Rn
+

) ⊃ H−s(Rn
+

). (..)

Например, и это проще всего, можно воспользоваться тем, что
eH s(Rn

+
) как подпространство в гильбертовом пространстве H s(Rn

+
)

имеет ортогональное дополнение, и договориться считать, что функ-

ционалы на eH s(Rn
+

) продолжаются нулем на это дополнение.

Это включение строгое, так как левое пространство при s>1/2

содержит еще функционалы, сосредоточенные на граничной гипер-

плоскости. Их структура по существу указана в теореме ...

§ . Пространства Hs

в ограниченной области с гладкой границей
и на компактном гладком многообразии с краем

В этом параграфе через Ω мы обозначаем ограниченную об-

ласть в Rn с бесконечно гладкой (n− 1)-мерной границей Γ и че-

рез M –– компактное бесконечно гладкое n-мерное многообразие

с (n − 1)-мерным бесконечно гладким краем ∂M . Ограниченная

область Ω c бесконечно гладкой границей –– это частный случай

такого многообразия. Другой важный частный случай –– часть (бес-

конечно гладкой) границы ограниченной (n+ 1)-мерной области

или вообще гиперповерхность с бесконечно гладким краем в Rn+1.

Уточним, что бесконечная гладкость границы области Ω озна-

чает следующее. Вблизи каждой точки x0 границы она после подхо-

дящего поворота исходной декартовой системы координат является

графиком бесконечно гладкой функции xn = ϕ(x′), определенной

на некотором (n− 1)-мерном шаре {x′ : |x′|¶ R}, R> 0. При пере-

ходе точки x через границу разность xn−ϕ(x′) меняет знак. Если

xn −ϕ(x′) переобозначить через xn, то граница (локально) стано-

вится гиперплоскостью {x : xn= 0}; эту замену будем называть вы-
прямлением границы.

.. Пространства Hs(Ω). Все определения и основные утвер-

ждения в случае ограниченной области с бесконечно гладкой гра-

ницей очень похожи на определения и утверждения в случае полу-
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пространства Rn
+

. Надо лишь заменить полупространство Rn
+

на об-

ласть Ω и полупространство Rn
− на дополнение Rn \ ¯̄Ω к замыканию

¯̄Ω области. Доказательства в основном сводятся к использованию

результатов в случае полупространства. Мы остановимся на основ-

ных утверждениях, опуская очевидную проверку.

Пространства C∞(¯̄Ω), Cm(¯̄Ω), Cm+θ(¯̄Ω)= Cm,θ (¯̄Ω) и Cm,1(¯̄Ω), где

m –– целое неотрицательное число и 0<θ <1, удобнее всего опреде-

лить как состоящие из сужений на ¯̄Ω функций из соответствующих

пространств в Rn с inf-нормами.

Пространство H s(Ω) определяется при любом s как состоящее

из сужений u элементов из H s(Rn) на Ω (при s< 0 в смысле обоб-

щенных функций) с нормой

‖u‖H s(Ω) = inf ‖v‖H s(Rn) : v ∈ H s(Rn), v|Ω = u. (..)

При s¾ 0 пространство H s(Ω) можно определить также как со-

стоящее из таких квадратично суммируемых функций, что их про-

изводные в смысле обобщенных функций в Ω квадратично сумми-

руемы и при этом конечны нормы Соболева––Слободецкого. При

целом s=m имеется в виду норма, определяемая равенством

‖u‖′2Hm(Ω) =
∑
|α|¶m

‖Dαu‖2L2(Ω). (..)

В сумме справа можно оставить только α= (0, …, 0), (m, 0, …, 0), …

…, (0, …, 0, m). При нецелом s=m+θ , где m= [s] и 0<θ <1,

‖u‖′2
Hm+θ (Ω)

= ‖u‖′2Hm(Ω)+
∑
|α|=m

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x)−Dαu( y)|2
|x− y|n+2θ

dx dy. (..)

Теорема ... При s¾0 эти определения эквивалентны.

Доказательство аналогично доказательству теоремы .., но

нужен оператор продолжения функций из H s(Ω) до функций из

H s(Rn), действующий ограниченным образом в нормах ‖ · ‖′H s , 0¶

¶ s¶ s0. Такой оператор (его тоже надо называть оператором Хе-

стенса) строится при помощи разбиения единицы следующим об-

разом.

Компактность границы позволяет определить такое бесконечно

гладкое конечное разбиение единицы

m∑
j=0

ϕ j (x) ≡ 1 (..)
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в окрестности замыкания области Ω, что носитель функции ϕ0 ле-

жит строго внутри области, а носитель каждой следующей функции

ϕ j лежит в «граничной полоске», причем в некоторой окрестности

U j этого носителя возможен переход к координатам, выпрямляю-

щим границу. Поэтому там можно использовать известный нам опе-

ратор Хестенса для полупространства, указанный в (..); обозна-

чим его через E
( j)
N . Пусть ещеψ j при каждом j=1, …, m –– бесконеч-

но гладкая функция с носителем в U j , равная 1 в меньшей окрестно-

сти носителя функции ϕ j . Полагаем

EN u = ϕ0u+
m∑

j=1

ψ jE
( j)
N (ϕ j u), (..)

где справа подразумевается возвращение к исходным координатам.

Теорема ... Оператор EN действует ограниченным образом
из H s(Ω) в H s(Rn) при 0¶ s¶ N и переводит любую функцию u из
первого пространства в такую функцию из второго пространства,

что ее сужение на Ω совпадает с u.

Если вместо оператора Хестенса E
( j)
N использовать универсаль-

ный оператор продолжения Рычкова для полупространства, то по-

лучается универсальный оператор продолжения для области Ω:

Eu = ϕ0u+
m∑

j=1

ψ jE
( j)(ϕ j u). (..)

Теорема ... Оператор E действует ограниченным образом из
H s(Ω) в H s(Rn) при любом вещественном s и переводит любую функ-
цию u из первого пространства в такую функцию из второго про-
странства, что ее сужение на Ω совпадает с u.

На самом деле у Рычкова построен универсальный оператор

продолжения для областей с очень общей –– липшицевой границей,

не требующий ее выпрямления. Кроме того, он используется для

более общих пространств. Все это будет обсуждаться в §  и § .

Естественно определяются и все нужные пространства в Rn \ ¯̄Ω,

начиная с C∞
b (Rn \ ¯̄Ω). Читатель без труда сформулирует эти опреде-

ления самостоятельно и перенесет на эти пространства дальнейшие

утверждения (кроме утверждений о компактности). Эта неограни-

ченная область Rn \ ¯̄Ω имеет компактную границу. Мы не будем

рассматривать более общие неограниченные области, чем только

что указанные и Rn
±.



 Глава I. Пространства H s

Конечно, можно было бы рассматривать и более общие неогра-

ниченные области и некомпактные многообразия. Но книга ори-

ентирована на построение теории эллиптических уравнений и гра-

ничных задач на компактных многообразиях и в ограниченных об-

ластях, поэтому мы хотим избежать рассмотрения вопросов, связан-

ных с условиями для функций на бесконечности, а главное, с пове-

дением границ в окрестности бесконечности и изучением весовых

пространств, часто естественных в неограниченных областях и на

некомпактных многообразиях.

Дальнейшие свойства пространств H s(Ω) в основном следуют из

их первого определения и аналогичных свойств пространств H s(Rn)

или H s(Rn
+

).

. При s < σ пространство Hσ(Ω) непрерывно, компактно и
плотно вложено в H s(Ω). Пространство C∞(¯̄Ω) плотно во всех
H s(Ω).

Компактность здесь выводится из теоремы ...

. При целом m> 0 пространство H−m(Ω) состоит из линей-
ных комбинаций производных в смысле обобщенных функций в Ω от
функций из L2(Ω).

. Теорема ... При s> n/2+ t, где t>0, пространство H s(Ω)

непрерывно и компактно вложено в пространство C t(¯̄Ω). При s=
=n/2+ t это также верно, если t –– нецелое число.

Подразумевается возможность исправления функций на множе-

стве нулевой меры.

Теорема ... При n/2> s и

s ¾
n
2
− n

p , 2 < p < ∞, (..)

пространство H s(Ω) непрерывно вложено в пространство Lp(Ω) c
нормой

‖u‖Lp(Ω) =

� ∫

Ω

|u(x)|2 dx
�1/p

. (..)

При строгом неравенстве для s в (..) вложение компактно.

. При 0< s<σ для любого ǫ >0 найдется такое число Cǫ, что
для функций u∈Hσ(Ω) выполняется неравенство

‖u‖H s(Ω) ¶ ǫ‖u‖Hσ(Ω)+Cǫ‖u‖L2(Ω). (..)
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. Теорема ... Пусть m –– целое неотрицательное число. Если
функция a(x) принадлежит Cm,1

b (¯̄Ω), то оператор умножения на нее
ограничен в Hm+1(Ω). При s=m+θ , 0<θ <1, оператор умножения
на функцию a(x) ограничен в H s(Ω), если она принадлежит про-
странству Cm+ϑ

b (¯̄Ω)=Cm,ϑ

b (¯̄Ω), где ϑ∈ (θ , 1).

Замечание. По двойственности отсюда получаются такие же

утверждения о мультипликаторах в пространствах eH−s(Ω), опреде-

ляемых немного ниже (см. теорему ..).

. Сформулируем теоремы о граничных значениях.

Теорема ... Если s> 1/2, то определен ограниченный опера-
тор перехода от функции u из H s(Ω) к ее граничному значению
v = γ+u в H s−1/2(Γ), совпадающему в случае непрерывной функции
с ее обычным граничным значением.

Как и раньше, проверяется сначала неравенство

‖v‖H s−1/2(Γ) ¶ C‖u‖H s(Ω) (..)

для гладких функций; оно позволяет корректно определить гранич-

ное значение для функций из H s(Ω) и распространить на них это

неравенство.

Теорема ... Существует не зависящий от s линейный опера-
тор, действующий при s¾ 1/2 ограниченным образом из H s−1/2(Γ)

в H s(Rn), который при s>1/2 переводит любую функцию v из пер-
вого пространства в такую функцию u из второго пространства,

что ее граничное значение γ+u на Γ совпадает с v.

Если |α|< s−1/2, то производная Dαu(x) функции из H s(Ω) име-

ет граничное значение в H s−|α|−1/2(Γ), оператор перехода к этому

граничному значению ограничен. Можно рассмотреть данные Ко-

ши. Обозначим через ν(x) единичный вектор внутренней нормали

к Γ в точке x. Для бесконечно гладкой функции u(x) в ¯̄Ωможно опре-

делить последовательные производные по нормали порядка k на

границе, k=0,  и т. д.; это и есть данные Коши. Производная поряд-

ка k по нормали есть линейная комбинация производных порядка

до k включительно в исходных координатах с бесконечно гладкими

коэффициентами. Поэтому справедлив аналог теоремы ..:

Теорема ... При натуральном l < s − 1/2 для функции из
H s(Ω) определены ее данные Коши ∂k

νu (k= 0, …, l) порядка l на Γ,

и оператор перехода к набору этих данных Коши действует огра-
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ниченным образом из этого пространства в прямое произведение
пространств H s−k−1/2(Γ).

В принципе возможно построение функции с заданными данны-

ми Коши на неплоской границе, но явное построение уже не столь

прозрачно, и мы не будем здесь на этом останавливаться. Суще-

ствование такой функции следует из простого результата теории

эллиптических уравнений высокого порядка –– разрешимости под-

ходящей задачи Дирихле. Мы поясним это в п. . (см. там задачу ).

. Теорема ... При |s|<1/2 оператор E0 продолжения нулем
действует ограниченным образом из H s(Ω) в H s(Rn) (и из H s(Rn \ ¯̄Ω)

в H s(Rn)).

. Функции u±(x) из H s(Ω) и H s(Rn \ ¯̄Ω) при 0< s< 1/2 «скле-

иваются» в одну функцию из H s(Rn). При не полуцелом s>1/2 это

тоже верно, если они имеют на Γ одинаковые данные Коши порядка

[s−1/2].

Перейдем к аналогам определений и результатов из §§  и .

Введем пространство eH s(Ω). Для любого s ∈ R это подпростран-

ство в H s(Rn), состоящее из элементов с носителями в ¯̄Ω, с нормой,

которая берется из этого пространства. Эквивалентное определе-

ние –– пополнение линеала функций из C∞
0 (Ω), продолженных нулем

вне Ω, в H s(Rn). Его можно определить также как множество функ-

ций из H s(Ω), продолжения которых нулем принадлежат H s(Rn), но

норма берется из последнего пространства. Аналогично определя-

ется eH s(Rn \ ¯̄Ω).

Теорема ... При |s|<1/2 пространства H s(Ω) и eH s(Ω) мож-
но отождествить, пользуясь ограниченностью из H s(Ω) в H s(Rn)

при этих s оператора продолжения нулем; нормы эквивалентны.

Пространство H s(Ω) является фактор-пространством:

H s(Ω) = H s(Rn)/ eH s(Rn \ ¯̄Ω).

Теорема ... Пространства H s(Ω) и eH−s(Ω) взаимно сопря-
жены относительно продолжения стандартного скалярного произ-
ведения в L2(Ω) на прямое произведение этих пространств.

Точнее, это форма

(u1, u2)Ω = lim
k→∞

(v1,ψk)Rn = lim
k→∞

(ϕk,ψk)Ω, (..)

где v1 –– продолжение функции u1 из H s(Ω) до функции из H s(Rn),

{ψk} –– сходящаяся к u2 в пространстве eH−s(Ω) последовательность
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функций из C∞
0 (Rn) с носителями, лежащими внутри Ω, и {ϕk} ––

последовательность функций из C∞(¯̄Ω), сходящаяся к u1 в H s(Ω).

С использованием универсального оператора продолжения можно

написать

(u1, u2)Ω = (Eu1, u2)Ω. (..)

Теорема ... Подпространство элементов из H−s(Rn) с носи-
телями на Γ при s¶1/2 состоит из одного нуля, a при s>1/2 –– из
обобщенных функций вида

f =
∑

0¶ j<s−1/2

g j⊗δ( j)(t), где g j ∈ H−s+ j+1/2(Γ), (..)

а δ( j)(t) –– обобщенная функция, действующая на гладкие основные
функции u(x) по формуле

〈δ( j), u〉 = (−1) j ∂ j
νu(x)|Γ.

Обобщенные функции (..) лежат в eH−s(Ω) и как функциона-

лы на H s(Ω) действуют на граничные значения функций из этого

пространства. Например, для функций u из H1+σ(Ω), |σ|<1/2, соот-

ветствующие антилинейные функционалы имеют вид (g, u+)Γ, где

g∈H−1/2−σ(Γ).

Пространство H̊ s(Ω) при любом s∈R определяется как замыка-

ние в H s(Ω) линеала C∞
0 (Ω).

Теорема ... Пространство H̊ s(Ω) совпадает с H s(Ω) тогда
и только тогда, когда s ¶ 1/2. При s > 1/2 оно совпадает с под-
пространством функций в H s(Ω), имеющих нулевые данные Коши
порядка меньше s−1/2.

Теорема ... При s > 0 пространства eH s(Ω) и H̊ s(Ω) мож-
но отождествить (считаем элементы второго продолженными ну-
лем), если s не полуцелое; соответствующие нормы эквивалентны.

При полуцелом s первое из этих подпространств непрерывно

вкладывается во второе.

Пусть s>1/2. Можно считать, что пространство eH−s(Ω) состоит

из непрерывных антилинейных функционалов на H s(Ω). Их суже-

ния на eH s(Ω) образуют пространство H−s(Ω). И наоборот, каждый

непрерывный антилинейный функционал на eH s(Ω) продолжается

до непрерывного антилинейного функционала на H s(Ω) по теореме

Хана––Банаха. Договоримся, например, считать, что все функцио-

налы на eH s(Ω) продолжаются нулем на ортогональное дополнение
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к eH s(Ω) в H s(Ω). Тогда получим включение

eH−s(Ω) ⊃ H−s(Ω). (..)

Это включение строгое, так как левое пространство содержит еще

функционалы на H s(Ω), сосредоточенные на Γ.

Структура последних видна из сказанного в пп. .––.. Это

суммы ∑
0¶ j<s−1/2

(h j, ∂ j
νu+)Γ, (..)

где h j ∈ H−s+ j+1/2(Γ) и ∂ j
νu+ –– след на Γ производной по нормали

порядка j от функции u.

.. Теперь рассмотрим пространства H s(M) на n-мерном бес-

конечно гладком многообразии M с бесконечно гладким краем. Его

внутренние точки имеют координатные окрестности, которые ле-

жат внутри M и в которых возможно введение локальных координат

таким же образом, как на многообразии без края. Эти окрестности

диффеоморфны открытому шару в Rn. Точки края ∂M имеют ко-

ординатные «полуокрестности», диффеоморфные объединению от-

крытого полушара с плоской частью его границы. В такой полу-

окрестности возможно введение локальных координат x= (x′, xn),

в которых xn¾0 и |x|<1. Точки с координатами (x′, 0) лежат на ∂M ,

остальные точки являются внутренними на M . Все преобразова-

ния локальных координат в пересечениях любых двух окрестностей

и полуокрестностей являются невырожденными и бесконечно глад-

кими. Ввиду компактности замыкание ¯̄M многообразия допускает

конечное покрытие такими окрестностями и полуокрестностями.

Строится конечное разбиение единицы на ¯̄M , состоящее из беско-

нечно гладких функций и подчиненное этому покрытию. Это позво-

ляет ввести обычным образом нормы в H s(M) через аналогичные

нормы в пространстве Rn и полупространстве Rn
+

. Если изменить

покрытие, разбиение единицы или локальные координаты, то нор-

ма переходит в эквивалентную.

Далее, обычно можно предполагать, что M является частью за-

мкнутого бесконечно гладкого многообразия M0 той же размерно-

сти. При этом граничные координатные полуокрестности оказыва-

ются частями координатных окрестностей на M0. Поэтому можно

говорить о продолжении функции из H s(M) до функции из H s(M0).
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В частности, eH s(M) определяется тогда как подпространство эле-

ментов из H s(M0) с носителями в ¯̄M .

В остальном свойства пространств H s(M) на гладком много-

образии с гладким краем совершенно аналогичны свойствам про-

странств H s(Ω) в ограниченной области с гладкой границей, и мы

не будем заново приводить формулировки.



Глава II

Эллиптические уравнения

и эллиптические граничные задачи

В этой главе мы докажем основные теоремы общей теории

«гладких» эллиптических уравнений и задач. Общность несколько

минимизирована: в частности, подробно мы рассматриваем ска-

лярные уравнения и задачи. Более общие факты (с аналогичными

доказательствами) будут сформулированы или отмечены. Мы не

пользуемся в этой главе псевдодифференциальными операторами:

их теория будет подвергнута некоторой ревизии и построена в [],

и там материал настоящей главы будет существенно дополнен.

В §  основные идеи общей теории объясняются в случае скаляр-

ного эллиптического уравнения в частных производных на замкну-

том бесконечно гладком многообразии. Это случай, когда нет гра-

ничных условий. Частный случай –– уравнение (фактически на торе)

с периодическими граничными условиями. Коэффициенты уравне-

ния предполагаются бесконечно гладкими.

Основные теоремы –– об эквивалентности эллиптичности и фред-

гольмовости в пространствах H s, о гладкости решений при гладкой

правой части и об однозначной разрешимости при условии эллиптич-

ности с параметром (мы ограничиваемся случаем линейного вхож-

дения параметра в уравнение). В доказательствах используется ме-

тод замораживания коэффициентов. Необходимый материал, отно-

сящийся к абстрактным фредгольмовым операторам, вынесен в § ,

п. .. В частности, там приведены все нужные определения.

В §  такие же теоремы доказываются для общих скалярных за-

дач в ограниченной области с бесконечно гладкой границей. Доба-

вим, что в этих двух параграфах намечено объяснение содержания

спектральной теории эллиптических уравнений и задач. Предва-

рительный материал, относящийся к абстрактным понятиям спек-

тральной теории, тоже вынесен в § , п. ..

Формулируются аналоги основных теорем для матричных урав-

нений и задач.
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§  посвящен основным вариационным граничным задачам ––

Дирихле и Неймана –– сначала для сильно эллиптического уравне-

ния -го порядка. Затем кратко описываются обобщения на систе-

мы высших порядков. Эти задачи, имеющие намного более продол-

жительную историю, особенно близки к приложениям.

Соболевские пространства очень полезны и в теории параболи-

ческих и гиперболических уравнений и задач; параболические зада-

чи будут упомянуты в п. ., а гиперболические задачи –– за рамками

нашей книги.

§ . Эллиптические уравнения
на замкнутом гладком многообразии

.. Определения. Напомним некоторые понятия, которые уже

затрагивались в []. Рассмотрим сначала линейный оператор в част-

ных производных в Rn порядка m

Au(x) = a(x, D)u(x) =
∑
|α|¶m

aα(x)Dαu(x). (..)

Здесь u(x) –– скалярная функция. Его коэффициенты –– комплексно-

значные, вообще говоря, функции; мы предположим их бесконечно

гладкими и равномерно ограниченными со всеми производными:

|Dβaα(x)| ¶ Cα,β . (..)

Мы знаем, что такой оператор действует ограниченным образом из

H s(Rn) в H s−m(Rn) при всех s∈R:

‖Au‖H s−m(Rn ) ¶ Cs‖u‖H s(Rn ). (..)

Его символом называется многочлен a(x, ξ), получаемый из a(x, D)

заменой D j вещественными числами ξ j . Главным символом a0(x, ξ)

называется старшая однородная часть символа:

a0(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα. (..)

До того как стал общепринятым термин «главный символ», исполь-

зовался термин характеристический многочлен.

Оператор A называется эллиптическим в точке x, если

a0(x, ξ) 6= 0 (0 6= ξ ∈ Rn); (..)
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эллиптическим на множестве X , X ⊆Rn, если он эллиптичен в каж-

дой точке x ∈ X , и равномерно эллиптическим на X , если с некото-

рой положительной постоянной C

|a0(x, ξ)| ¾ C|ξ|m (..)

при всех x∈ X . Например, оператор Лапласа

∆ = −(D2
1 +…+D2

n) (..)

равномерно эллиптичен на Rn. Если X –– компактное (т. е. ограни-

ченное замкнутое) множество, то эллиптический на X оператор

автоматически равномерно эллиптичен на X , так как неравенство

вида (..) с единой постоянной по непрерывности верно на ком-

пактном множестве точек (x, ξ) с x∈ X , |ξ|=1.

Вместо того чтобы говорить об эллиптичности оператора A,

можно говорить об эллиптичности уравнения Au= f .

Теперь определим эллиптичность с параметром. Пусть Λ –– замк-

нутый угол (сектор) на комплексной плоскости с вершиной в начале

координат; например, это может быть луч, выходящий из начала

координат (и содержащий его). Оператор A называется эллиптиче-
ским с параметром в Λ в точке x, если

a0(x, ξ)−λ 6= 0 (|ξ|+ |λ| 6= 0, λ ∈ Λ); (..)

эллиптическим с параметром в Λ на множестве X , если условие

(..) выполнено в каждой точке x ∈ X , и равномерно эллиптиче-
ским с параметром в Λ на X , если с некоторой положительной по-

стоянной C
|a0(x, ξ)−λ| ¾ C(|ξ|m+ |λ|) (..)

при x ∈ X , λ∈Λ. Например, оператор −∆ равномерно эллиптичен

с параметром на Rn в любом замкнутом угле с вершиной в начале

координат, не содержащем положительную полуось.

Очевидно, что эллиптичность всегда следует из эллиптичности

с параметром: достаточно в определении последней положить λ=0.

Эллиптическим с параметром в описанной ситуации можно на-

зывать и оператор A−λI вместо A.

Замечание ... Из эллиптичности оператора A очевидным об-

разом следует, что коэффициенты в нем при всех старших произ-
водных Dm

j отличны от нуля. Действительно, это видно из условия

(..) с векторами ξ, у которых одна координата равна 1, a осталь-

ные –– нулю.
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Далее, при n > 2 из эллиптичности следует четность поряд-
ка m. Действительно, рассмотрим, например, уравнение

a0(x, ξ′, ζ) = 0 (..)

относительно ζ; здесь ζ стоит вместо ξn. Его корни при веществен-

ном ξ′ 6= 0 в силу условия эллиптичности невещественны. Если

n>2, то из точки ξ′ 6=0 можно непрерывно пройти по гиперплоско-

сти ξn=0 в точку −ξ′, не проходя через начало координат. При этом

число корней ζ в верхней и в нижней полуплоскости сохраняется,

и это одинаковые числа, так как при замене ξ′ на −ξ′ корни ζ

переходят в корни −ζ.

Если оператор эллиптичен с параметром, то совпадение корней
в верхней и нижней полуплоскости и четность получаются анало-
гично и при n=2, так как из точки (ξ′, 0) 6=0 в R2×Λ, ξ 6=0, можно

пройти в (−ξ′, 0), не проходя через точку (0, 0).

Если m четно, то будем писать 2l вместо m.

Перейдем теперь к оператору A в частных производных порядка

m на замкнутом многообразии M . Он допускает запись (..), во-

обще говоря, только локально, в локальных координатах. Удобное

исключение –– стандартный тор Tn
= [0, 2π]n, на нем можно пользо-

ваться едиными 2π-периодическими координатами x= (x1, …, xn).

Если коэффициенты оператора A бесконечно гладкие, то он дей-

ствует ограниченным образом из H s(M) в H s−m(M) при всех s.

Разобравшись в поведении главного символа a0(x, ξ) при пре-

образованиях координат, можно показать, что он имеет глобальный

смысл как функция на кокасательном расслоении T∗M . (Подробнее

об этом мы будем говорить в [].) Поэтому на многообразии содер-

жательны определения эллиптичности и эллиптичности с парамет-

ром; сейчас мы сразу говорим об эллиптичности и эллиптичности

с параметром всюду. Автоматически они оказываются равномерны-

ми ввиду компактности многообразия.

Классический пример эллиптического оператора на многообра-

зии –– оператор Бельтрами––Лапласа ∆ на римановом многообра-

зии M . Напомним формулу для него. Если метрика локально запи-

сана в виде ds2
=
∑

g j,k dx j dxk, где g j,k= gk, j, (g j,k) –– матрица, обрат-

ная к (g j,k), и g –– определитель последней матрицы, то

∆ =
1p

g

∑
∂ j(
p

g g j,k∂k). (..)
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Основные утверждения, на которых строится теория эллип-

тических операторов на замкнутом многообразии, состоят в том,

что эллиптичность оператора A равносильна его фредгольмовости

(в частности, наличию параметрикса, см. п. .) как оператора из

H s(M) в H s−m(M) при всех s, а эллиптичность с параметром в Λ ––

обратимости оператора A−λI при достаточно больших по модулю

значениях параметра λ∈Λ. Кое-что получается и для равномерно

эллиптических операторов в Rn, но эквивалентности с фредголь-

мовостью или обратимостью там в общем случае нет. Причина

этой разницы состоит в том, что при s1 < s2 пространство H s2(M)

вложено в H s1(M) компактно (см. теорему ..), а для Rn вместо M
это неверно.

.. Основные теоремы. Пусть A –– оператор в частных произ-

водных на M порядка m с бесконечно гладкими коэффициентами.

Теорема ... Следующие утверждения эквивалентны:

1◦. Оператор A эллиптичен на M.
2◦. Это фредгольмов оператор из H s(M) в H s−m(M) при всех s.
3◦. Оператор A обладает двусторонним параметриксом B, дей-

ствующим ограниченным образом из H s−m(M) в H s(M) и таким,

что T1 = BA− I и T2 = AB− I –– ограниченные операторы из H s(M)

в H s+1(M) при всех s.
4◦. Справедлива априорная оценка

‖u‖H s(M) ¶ Cs(‖Au‖H s−m(M)+‖u‖H s−1(M)) (..)

с постоянной, не зависящей от u.

Наиболее важна здесь эквивалентность утверждений 1◦ и 2◦,
а доказательство обычно проводится по схеме

1◦ ⇒ 3◦ ⇒ 2◦ ⇒ 4◦ ⇒ 1◦. (..)

По сравнению с абстрактной ситуацией в п. . здесь мы добавоч-

но имеем шкалы пространств Xs = H s(M) и Ys = H s−m(M), вторая

из первой получается сдвигом индекса. Параметрикс обладает бо-

лее сильным свойством, чем в абстрактном случае: операторы T1

и T2 являются сглаживающими, т. е. повышают гладкость –– перево-

дят функцию из H s(M) в H s+1(M) (в частности, компактны в каждом

H s(M)). Такой параметрикс будем называть квалифицированным.

Отметим еще, что априорная оценка оказывается двусторонней:

правая часть оценивается через левую. Это говорит об адекватности

пространств H s рассматриваемым операторам.
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Как отмечено в предложении .., если ядро тривиально, то в

правой части оценки можно опустить слагаемое ‖u‖s−1. В общем слу-

чае эту норму можно заменить нормой любого порядка, меньшего m.

B [] аналогичная теорема будет выведена для более общих ––

псевдодифференциальных эллиптических операторов средствами

исчисления этих операторов, которое будет предварительно постро-

ено. Вся аналитическая работа концентрируется в построении этого

исчисления. А сейчас мы хотим наметить доказательство классиче-

ским методом в теории эллиптических уравнений, разработанным

задолго до этого исчисления. Его основные моменты –– локализация

с использованием разбиения единицы на M и «замораживание

коэффициентов». Его называют методом замораживания коэффи-
циентов.

Доказательство теоремы ... Проверим, что 1◦⇒ 3◦. Прове-

дем подробно построение правого параметрикса.

Этап . Рассмотрим оператор A в Rn. Отбросим в нем младшие

члены и заморозим коэффициенты в фиксированной точке x0. Те-

перь это однородный оператор с постоянными коэффициентами:

A0 = a0(x0, D) =
∑
|α|=m

aαDα. (..)

Положим

B0 = F−1 |ξ|m
(|ξ|m+1)a0(x0, ξ)

F, (..)

где F –– преобразование Фурье в смысле обобщенных функций. На-

значение числителя –– погасить особенность знаменателя в начале

координат. Дробь |ξ|m/(|ξ|m+1) стремится к  при |ξ|→∞. Очевид-

но, что A0B0= I+T0, где

T0 = −F−1 1
|ξ|m+1

F

–– сглаживающий оператор, он повышает гладкость даже на m
единиц –– действует ограниченным образом из H s(Rn) в H s+m(Rn).

В H s(Rn) он, конечно, не компактен, но это и не требуется. Опера-

тор B0 назовем квазипараметриксом для A0.

Этап . Рассматривается оператор a(x, D) в Rn с произвольны-

ми младшими членами (порядка меньше m) и старшими коэффи-

циентами, близкими к постоянным –– их значениям в точке x0. За-

пишем его в виде

a(x, D) = a0(x0, D)+a1(x, D)+a2(x, D), (..)
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где a1(x, D) –– сумма младших членов оператора a(x, D), а a2(x, D)

получается из старшей части оператора a(x, D) вычитанием из нее

a0(x0, D). Сейчас мы покажем, что

a(x, D)B0 = I+T1+T2, (..)

где T1 –– снова сглаживающий оператор, a T2 –– оператор с нор-

мой меньше 1 при фиксированном s, если старшие коэффициенты

в a(x, D) достаточно близки к их значениям в точке x0. Тогда I+T2 ––

обратимый оператор, и нужный квазипараметрикс для a(x, D) по-

лучается в виде

B0(I+T2)−1. (..)

Проверим утверждение о правой части в (..). Как мы видели,

a0(x0, D)B0 –– сумма единичного и сглаживающего оператора. Что

же касается a2(x, D)B0, то этот оператор состоит из произведений

коэффициентов в a2(x, D) (с малыми верхними гранями модулей)

и операторов нулевого порядка. В силу следствия .. этот опера-

тор разлагается в сумму сглаживающего оператора и оператора T2

с малой нормой, если коэффициенты в a2(x, D) достаточно близки

к нулевым. Все сглаживающие слагаемые собираем в T1. Итак, по-

лучается квазипараметрикс (..).

Этап . На многообразии берутся две системы бесконечно глад-

ких функций: {ϕ j(x)} и {ψ j (x)}. Первая –– достаточно мелкое ко-

нечное разбиение единицы
∑
ϕ j=1. Вторая состоит из таких функ-

ций ψ j (x), что ψ j (x)=1 в окрестности носителя функции ϕ j и но-

ситель функции ψ j лежит в некоторой координатной окрестности

U j на M . Оператор A можно записать в виде

A =
∑
ψ j Aϕ j · . (..)

Предположим, что в j-м слагаемом можно перейти к локальным

координатам и заменить оператор A эллиптическим оператором A j

в Rn с близкими к постоянным старшими коэффициентами, имею-

щим квазипараметрикс B j (построенный на этапе ). Итак,

A =
∑
ψ j A jϕ j · . (..)

Теперь построим правый параметрикс для A в виде

B =
∑
ϕk Bkψk · . (..)

Очевидно, что

ABf =
∑
ψ j A jϕ jϕk Bkψk f . (..)
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Здесь отличны от нуля только слагаемые, в которых ϕ jϕk 6=0. В них

мы в записи оператора A в виде A j перейдем к его записи в виде Ak.

Это возможно, если носители функций ϕ j достаточно малы. Комму-

татор Ak(ϕ jϕk)− (ϕ jϕk)Ak –– оператор в частных производных по-

рядка не выше m−1. Получаем равенство

ABf =
∑
ϕ jϕk f +Tf = f +Tf ,

где T –– оператор, повышающий гладкость функций из H s−m(M) на

единицу и потому компактный в H s−m(M). Мы достигли цели.

Это построение на самом деле проводится сразу для s из проме-

жутка конечной, но сколь угодно большой длины (это чуть меньше,

чем обещано в формулировке теоремы; что она все-таки верна, бу-

дет показано в []).

Аналогично строится левый параметрикс, нужны только оче-

видные перестановки в написанных выше формулах. Читателю ре-

комендуется провести построение левого параметрикса самостоя-

тельно. Оба они оказываются двусторонними параметриксами (см.

предложение ..).

3◦⇒2◦⇒4◦. См. предложения .. и ...

Импликация 4◦⇒ 1◦ проверяется от противного. Пусть эллип-

тичность нарушается в некоторой точке (x0, ξ0) кокасательного рас-

слоения, ξ0 6= 0. Тогда априорная оценка оказывается неверной ––

опровергается подстановкой в нее функции ϕ(x) exp(λx · ξ0) в ло-

кальных координатах, где ϕ –– гладкая функция с малым носителем,

содержащим x0, равная  вблизи этой точки, а λ –– положительный

параметр, который устремляется к бесконечности. После сокраще-

ния на экспоненту получается, что при достаточно малом носите-

ле функции ϕ левая часть растет несколько быстрее, чем правая.

Предоставляем читателю убедиться в этом.

Индекс эллиптического оператора не зависит от s. Это мы объ-

ясним в п. ..

Замечание ... Возможны следующие изменения в доказа-

тельстве. Вместо построения левого параметрикса выводится апри-

орная оценка (тоже в три этапа), из нее тоже следует конечно-

мерность ядра и замкнутость области значений –– см. предложе-

ние ...

Теорема ... Пусть оператор A эллиптичен и Au = f , где
u∈H s(M), но f ∈H s−m+τ(M), где τ>0. Тогда u∈H s+τ(M).
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Это теорема о регулярности решений, или о повышении их глад-
кости. Доказывается она применением параметрикса к нашему

уравнению слева:

BAu = u+Tu = Bf . (..)

Отсюда видно, что u∈Hmin(s+1,s+τ)(M), а если τ>1, то параметрикс

используется повторно нужное число раз.

Следствие ... Ядро Ker A эллиптического оператора на M
в любом пространстве H s(M) состоит из бесконечно гладких функ-
ций и поэтому не зависит от s.

Добавим, что есть локальный вариант теоремы ..: если пра-

вая часть имеет повышенную гладкость в некоторой области на

многообразии, то и решение имеет там соответствующую повышен-

ную гладкость. Для доказательства надо подействовать параметрик-

сом слева на равенство

Aψu = (Aψu−ψAu)+ψ f ,

где ψ –– гладкая функция с носителем в этой области, равная 

в меньшей подобласти.

Теорема ... Пусть оператор A на M эллиптичен с парамет-
ром в угле Λ. Тогда уравнение

(A−λ)u = f (..)

с f ∈H0(M) однозначно разрешимо в Hm(M) при достаточно боль-
ших по модулю λ ∈ Λ: |λ| ¾ λ0. При этом справедлива априорная
оценка

‖u‖Hm(M)+ |λ|‖u‖H0(M) ¶ C‖ f ‖H0(M) (..)

с постоянной, не зависящей и от параметра λ. Условие эллиптич-
ности с параметром необходимо для справедливости такой оценки.

Для простоты мы привели формулировку только при s=m.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео-

ремы .., но проще. Решение надо рассматривать в зависящей от

параметра норме ‖|u|‖Hm(M), равной левой части в (..). Уже на

первом этапе строится не квазипараметрикс, а обратный оператор

в виде

B0 = F−1 1
a0(x0, ξ)−λ F, (..)
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достаточно λ∈Λ считать отличным от нуля. На втором этапе тоже

получается правый обратный оператор при достаточно большом по

модулю λ. Еще бо́льшим его надо брать на третьем этапе, и снова

получается правый обратный оператор.

При остальных λ получается фредгольмовость уравнения с ну-

левым индексом.

.. Сопряженные операторы. Пусть (u, v)M –– скалярное про-

изведение в L2(M), и пусть дифференциальные операторы A и A∗

порядка m связаны формулой

(Au, v)M = (u, A∗v)M (..)

на бесконечно гладких функциях. Тогда они называются формально
сопряженными, а если A= A∗, то это формально самосопряженный
оператор. Например, оператор Бельтрами––Лапласа на римановом

многообразии –– формально самосопряженный. Конечно, эта связь

между A и A∗ зависит от выбора скалярного произведения. Если

локальные координаты согласованы с заданной на M плотностью,

определяющей скалярное произведение (см. п. .), то в них

A =
∑
|α|¶m

aα(x)Dα ⇔ A∗ =
∑
|α|¶m

Dα[aα(x)·]. (..)

В частности, так обстоит дело на стандартном торе, если пользо-

ваться периодическими координатами.

Разумеется, A∗∗= A.

Пусть оператор A эллиптичен. Тогда оператор A∗ тоже эллипти-

чен, так как его главный символ –– комплексно сопряженная функ-

ция к главному символу оператора A. Оба имеют конечномерные

ядра, состоящие из бесконечно гладких функций. Рассмотрим A
и A∗ как операторы из Hm(M) в H0(M)= L2(M). Формула (..)

сохраняется (переносится на функции из Hm(M) предельным пере-

ходом). Это означает, что A и A∗ сопряжены как неограниченные опе-
раторы в гильбертовом пространстве H0(M) (c общей областью

определения Hm(M)). Они имеют замкнутые области значений

R(A) и R(A∗) в H0(M).

Предложение ... Справедливы соотношения

H0(M) = R(A)⊕Ker A∗ = R(A∗)⊕Ker A. (..)

Доказательство. Из (..) видно, что если функция v принад-

лежит Ker A∗, то она ортогональна к R(A) в L2(M). Проверим об-
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ратное утверждение. Формула (..) сохраняется также в случае,

когда u∈ Hm(M), v ∈ H0(M), в этом случае мы рассматриваем A∗v
в H−m(M), продолжая скалярное произведение справа на Hm(M)×
× H−m(M). Это означает, что A : Hm(M)→ H0(M) и A∗ : H0(M)→
→ H−m(M) сопряжены как операторы в банаховых пространствах
(здесь это гильбертовы пространства). Пусть функция v ортогональ-

на к R(A). Тогда (u, A∗v)M = 0 для всех u∈ Hm(M), так что A∗v = 0

в H−m(M). Ср. c предложением ... Но мы знаем, что ядро эл-

липтического оператора состоит из бесконечно гладких функций,

в частности, v ∈ Ker A∗ ⊂ Hm(M). Мы проверили первое равенство

для H0(M) в (..), второе проверяется аналогично.

Следствие ... Коразмерность области значений эллиптиче-
ского оператора A : Hm(M)→H0(M) совпадает с размерностью яд-
ра оператора A∗, поэтому для индекса c(A) оператора A справедли-
ва формула

c(A) = dim Ker A−dim Ker A∗, (..)

и
c(A∗) = −c(A). (..)

Индекс оператора A : H s(M)→ H s−m(M) можно теперь опреде-

лить формулой (..) при всех s. Видно, что он не зависит от s.

Дополнительно отметим следующее. При любом s формула (..)

сохраняется для u∈ H s(M) и v ∈Hm−s(M). Это означает, что опера-
торы A : H s(M)→H s−m(M) и A∗ : Hm−s(M)→H−s(M) при любом s со-
пряжены как операторы в банаховых пространствах. Из этой фор-

мулы снова следует, что принадлежность функции к R(A) в H s−m(M)

равносильна ее ортогональности к Ker A∗ в смысле продолжения

формы (· , ·)M . Значит, коразмерность области значений оператора

A в H s−m(M) не зависит от s, так что и в смысле первоначального

определения (в п. .) индекс c(A) не зависит от s. Более того, от

s не зависят размерности ядер Ker A и Ker A∗ –– числа, разностью

которых является индекс c(A).

Подробнее свойства индекса мы будем обсуждать в []. Мы про-

верим, что он не зависит от младших членов оператора и гомотопи-

чески инвариантен –– не меняется при непрерывном изменении ко-

эффициентов главного символа с сохранением эллиптичности. (Ср.

c предложением .. ().) Проблема вычисления индекса общего

(матричного) эллиптического оператора была фактически постав-

лена в знаменитой статье И. М. Гельфанда []. Эта статья оказа-
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ла большое влияние на развитие теории эллиптических уравнений.

В частности, появилась теория эллиптических псевдодифференци-

альных операторов. Проблема вычисления индекса была решена

в топологических терминах для операторов на замкнутом многооб-

разии в работе Атьи и Зингера [].

.. Некоторые спектральные свойства эллиптических опе-

раторов. Пусть A –– эллиптический оператор порядка m на много-

образии M . Рассмотрим его как неограниченный оператор в L2(M)

с областью определения Hm(M). Допустим, что его резольвентное

множество непусто. (Необходимая предпосылка для этого –– равен-

ство индекса нулю.) Тогда это оператор с дискретным спектром, так

как резольвента –– ограниченный оператор из L2(M) в пространство

Hm(M), компактно вложенное в L2(M).

Из теоремы .. выводится, что все корневые функции такого

оператора (собственные или собственные и присоединенные функ-

ции) принадлежат всем пространствам H s(M) и, значит, являются

бесконечно гладкими функциями. Они остаются корневыми функ-

циями во всех этих пространствах.

Формально самосопряженный эллиптический оператор оказыва-

ется самосопряженным оператором в L2(M). Примером такого опера-

тора является оператор Бельтрами––Лапласа на замкнутом римано-

вом многообразии. Очень многие математики, начиная с Г. Вейля

(), занимались исследованием асимптотики собственных зна-

чений самосопряженных эллиптических операторов. Если главный

символ принимает положительные и отрицательные значения, то

имеется бесконечно много положительных и отрицательных соб-

ственных значений λ j . Занумеруем их в порядке неубывания с уче-

том кратностей. Доказано, что тогда имеют место асимптотические

формулы (формулы Вейля)

λ j ∼ −c− j p ( j → −∞), λ j ∼ c+ j p ( j → +∞), p =
m
n , (..)

c положительными постоянными c±. Если главный символ поло-

жителен, то число отрицательных собственных значений конечно

(оператор полуограничен снизу) и остается только вторая асимпто-

тическая формула. Мы не приводим здесь формулы для коэффици-

ентов в этих асимптотиках. Исследовался трудный вопрос об оцен-

ке остатка в этих формулах, т. е. разности левой и правой части.

Хёрмандер показал для скалярных полуограниченных снизу опера-
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торов (см. []), что оптимальная в общем случае оценка имеет вид

O( j(m−1)/n); известны достаточные условия для некоторого улучше-

ния этой оценки.

Из собственных функций самосопряженного эллиптического

оператора составляется ортонормированный базис {e j } в простран-

стве L2(M). Любая функция f ∈ L2(M) разлагается в ряд

f =
∑

c j e j , c j = ( f , e j)M , (..)

безусловно сходящийся по норме в этом пространстве. Но собствен-

ные функции принадлежат всем H s(M) и с учетом изоморфизмов

составляют безусловный базис во всех этих пространствах. Поэтому

при f ∈H s(M) ряд безусловно сходится в H s(M).

Эллиптический оператор порядка m, близкий к самосопряженно-
му, –– это оператор, отличающийся от самосопряженного на слагае-

мое порядка не выше m− 1. Система его корневых функций полна

в L2(M) в силу предложения .., если главный символ положи-

телен, и как следствие полна во всех H s(M). Предложение ..

тоже применимо к несамосопряженным эллиптическим операто-

рам –– с p=m/n.

Направления максимально быстрого убывания нормы резоль-

венты –– это в точности направления эллиптичности с параметром

(если они есть).

Подробно спектральные свойства эллиптических операторов

предполагается обсуждать в [].

Самосопряженный оператор −∆+ 1 на римановом многообра-

зии имеет положительные собственные значения. Поэтому опреде-

лены его вещественные степени (−∆+ 1)t. В [] мы увидим, что

этот оператор изоморфно отображает H s(M) на H s−2t(M) при лю-

бых s и t. Впрочем, это можно проверить и средствами теории ин-

терполяции, см. п. .a.

.. Некоторые обобщения. Здесь мы только перечислим неко-

торые возможные обобщения теории эллиптических операторов, не

вдаваясь в подробности.

. Теория обобщается на матричные операторы, действующие

на вектор-функции. Проще всего это делается, если старшие части

во всех элементах матрицы

a(x, D) = (a j,k(x, D)) (..)
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считать имеющими один и тот же порядок m. Тогда из символов

этих старших частей составляется (матричный) главный символ

a0(x, ξ). Некоторые его элементы могут оказаться нулями. Условие

эллиптичности оператора (..) состоит в том, что определитель

главного символа не обращается в нуль при ξ 6=0.

Но есть и более общее определение эллиптичности. Пусть мат-

рица a(x, D) имеет размеры d× d. Фиксируются две системы неот-

рицательных целых чисел m1, …, md и t1, …, td, и старший порядок

в a j,k(x, D) принимается равным m j + tk. Главный символ состав-

ляется из символов этих старших частей (некоторые из них могут

оказаться нулевыми), и условие эллиптичности снова состоит в от-

личии от нуля определителя главного символа. Это так называе-

мая эллиптичность по Дуглису––Ниренбергу []. Оператор мож-

но при этом рассматривать как действующий из прямого произ-

ведения пространств H s+tk (M) в прямое произведение пространств

H s−m j (M). Следует иметь в виду, что определить эллиптичность с па-

раметром в этом случае непросто, если порядки диагональных эле-

ментов m j+ t j зависят от j.

. Матричные операторы можно рассматривать в сечениях век-
торных расслоений. Грубо говоря, это означает, что при перемеще-

нии точки по многообразию приходится менять не только локаль-

ную систему координат для независимых переменных, но и систему

координат, в которой записан вектор из рассматриваемых скаляр-

ных функций. См., например, [, т. , § ].

. Эллиптичность с параметром можно определить, рассматри-

вая операторы, полиномиально зависящие от параметра. См., на-

пример, [], []. Параметру при этом обычно приписывается

фиксированный вес относительно дифференцирования. Например,

оператор может иметь вид

m∑
j=0

λm− j A j (x, D), (..)

где оператор A j имеет порядок j; здесь вес параметра равен 1,

а в уравнении (..) вес равен m. Если a0, j (x, ξ) –– главный сим-

вол оператора A j , то условие эллиптичности с параметром в угле Λ

имеет вид

det
∑
λm− j a0, j (x, ξ) 6= 0, (ξ, λ) 6= 0, λ ∈ Λ. (..)
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Такие операторы являются объектом более общей спектральной

теории операторных пучков –– операторов, полиномиально завися-

щих от спектрального параметра. См., в частности, [].

О связи эллиптических с параметром задач с параболическими

уравнениями мы скажем в следующем параграфе.

. Ослабив предположения о гладкости, можно рассматривать

эллиптические операторы в конечном промежутке значений индек-

са s пространств H s(M). У нас будет повод воспользоваться этим

в §  (см. теорему ..).

§ . Эллиптические граничные задачи
в ограниченной области с гладкой границей

В этом параграфе мы будем пользоваться только пространства-

ми H s с неотрицательным s, т. е. L2-пространствами Соболева––Сло-

бодецкого.

.. Определения и формулировки основных теорем. Пусть

Ω –– ограниченная область в Rn с бесконечно гладкой границей Γ.

Предположим, что в Ω задан скалярный линейный оператор в част-

ных производных

A = a(x, D) =
∑
|α|¶2l

aα(x)Dα (..)

четного порядка 2l с коэффициентами, бесконечно гладкими в ¯̄Ω.

Предположим, далее, что на Γ задано l граничных операторов

B j = b j(x, D) =
∑
|β |¶rj

b jβ(x)Dβ ( j = 1, …, l) (..)

неотрицательных порядков rj с коэффициентами, бесконечно глад-

кими на Γ. Граничная задача, которую мы рассмотрим, записывает-

ся в виде

a(x, D)u(x) = f (x) в Ω, (..)

b j(x, D)u(x) = g j(x) на Γ ( j = 1, …, l). (..)

Ей сопоставляется оператор Au= ( f , g1, …, gl), он переводит реше-

ние в набор правых частей.

В простейшей функциональной постановке задачи простран-

ства для функций u, f , g j выбираются следующим образом:

u ∈ H s(Ω), f ∈ H s−2l(Ω), g j ∈ H s−rj−1/2(Γ). (..)
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Здесь для простоты предполагаем, что

s ¾ 2l, s > max rj+1/2. (..)

Следующее предложение должно быть очевидно читателю, прочи-

тавшему предыдущие параграфы.

Предложение ... Оператор A действует ограниченным обра-
зом из пространства H s(Ω) в прямое произведение

H s(Ω, Γ) = H s−2l(Ω)×
l∏

j=1

H s−rj−1/2(Γ). (..)

Иначе говоря, справедлива оценка

‖ f ‖H s−2l (Ω)+

l∑
j=1

‖g j‖H s−rj−1/2
(Γ) ¶ Cs‖u‖H s(Ω) (..)

с постоянной, не зависящей от u.

Сформулируем определение эллиптичности этой задачи.

Первое условие эллиптичности состоит в том, что оператор A
эллиптичен в ¯̄Ω: для его главного символа a0(x, ξ) мы имеем

a0(x, ξ) 6= 0 (x ∈ ¯̄Ω, 0 6= ξ ∈ Rn). (..)

Второе условие эллиптичности, называемое правильной эллип-
тичностью оператора A, состоит в том, что количество корней ζ

уравнения a0(x, ξ′, ζ)= 0 при ξ′ 6= 0 в верхней и в нижней полу-

плоскости одинаково (и равно l). В замечании .. было отмечено,

что это условие автоматически выполнено, если n > 2 или n = 2

и оператор A эллиптичен с параметром. При n= 2 оно исключает

примеры типа (D1 + iD2)2. Условие правильной эллиптичности по

непрерывности сохраняется при любых поворотах системы коорди-

нат и выполнено, если оно выполнено хотя бы в одной точке x.

Третье условие –– это так называемое условие Лопатинского. Оно

накладывается на операторы задачи в каждой точке x0 границы Γ.

Для простоты его формулировки предположим, что начало коорди-

нат перенесено в точку x0 и система координат повернута так, что

ось t= xn направлена по внутренней нормали к границе в этой точ-

ке. Пусть наши операторы переписаны в этой системе координат.

Рассмотрим тогда следующую задачу на луче R+ = {t : t > 0} при

фиксированном ξ′=ξ′0 6=0:

a0(x0, ξ′0, Dt)v(t) = 0 (t > 0),

b j0(x0, ξ′0, Dt)v|t=0 = h j ( j = 1, …, l).
(..)
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Здесь b j0(x, ξ) –– главные символы операторов b j :

b j,0(x, ξ) =
∑
|β |=rj

b jβ(x)ξβ . (..)

Требуется, чтобы задача (..) имела одно и только одно решение

в L2(R+) при любом ξ′0 6=0 и любых числах h j.

Поясним, что при наших предположениях подпространство ре-

шений уравнения a0(x0, ξ′0, Dt)v(t)=0, принадлежащих L2(R+), со-

стоит из экспоненциально убывающих по модулю при t→+∞ функ-

ций и в точности l-мерно, а число граничных условий равно этой

размерности. Ср. c замечанием ..,  ниже. Задача (..) получа-

ется из исходной задачи, если заморозить коэффициенты в точке x0,

отбросить младшие члены и сделать формальное преобразование

Фурье по касательным переменным.

Это условие впервые в полной общности появилось в работе

Я. Б. Лопатинского []. Его называют также условием Шапиро––Ло-
патинского: аналогичные рассмотрения провела З. Я. Шапиро [,

] при более специальных предположениях. Используется также

такое сочетание слов: граничные операторы накрывают данный

эллиптический оператор.

Если выполнены все три условия, задача называется эллиптиче-
ской.

Простейший пример –– задача Дирихле для уравнения Пуассона:

−∆u = f в Ω, u = g на Γ. (..)

Второй пример –– задача Неймана для него:

−∆u = f в Ω, ∂νu = g на Γ, (..)

где ∂ν –– производная по внутренней (для определенности) нормали

к Γ.

Зàäà÷à . Проверьте эллиптичность этих задач.

Замечание ... Условию Лопатинского можно придать другие

формы.

. Если оператор a(x, D) правильно эллиптичен, то при ξ′ 6= 0

многочлен a(ζ)=a0(x0, ξ′, ζ) факторизуется следующим образом:

a0(ζ) = a+0 (ζ)a−0 (ζ), (..)

где корни многочлена a+0 (ζ) лежат в верхней полуплоскости, а кор-

ни многочлена a−0 (ζ) –– в нижней. При этом коэффициенты в этих
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многочленах гладко зависят от (x0, ξ′). Все решения уравнения

a+0 (Dt)v(t)=0 экспоненциально убывают по модулю при t→∞; это

все убывающие по модулю при t→∞ решения первого уравнения

в (..). Положим еще b j,0(ζ) = b j,0(x0, ξ′, ζ). Условию Лопатин-

ского в рассматриваемой точке при любом ξ′ 6= 0 можно придать

следующую форму: задача

a+0 (Dt)v(t)= 0 (t > 0), b j,0(Dt)v(t)|t=0 = h j ( j = 1, …, l) (..)

однозначно разрешима при любых h j .

Отсюда нетрудно вывести, что оно эквивалентно также следую-

щему условию: остатки eb0, j (ζ) от деления многочленов b0, j (ζ) на
многочлен a+0 (ζ) линейно независимы. В (..) можно b j,0 заменить

на eb j,0.

. Отсюда следует также, что условие Лопатинского эквивалент-

но условию единственности решения задачи (..) или (..)

в L2(R+): при h j = 0 для всех j решение, принадлежащее L2(R+),

тривиально.

. С другой стороны, содержание условия Лопатинского не из-

менится, если в первом уравнении нуль справа заменить функцией

f (t) из L2(R+). Это следует из того, что, продолжив ее нулем на

t< 0, легко построить принадлежащее L2(R+) решение уравнения

a0(Dt)v0(t)= f (t) при помощи преобразования Фурье:

v0(t) = F−1[a0(ξ)]−1(Ff )(ξ) dξ.

Вычитая v0(t) из решения, придем к задаче (..).

Задачей Дирихле для правильно эллиптического уравнения по-

рядка 2l называется задача с граничными условиями

∂ j
νu = g j ( j = 0, …, l−1). (..)

В качестве следствия из первого из этих замечаний получаем

такое обобщение первого примера: задача Дирихле для любого
(скалярного) правильно эллиптического уравнения порядка 2l эл-
липтична. Действительно, здесь остатки –– это сами многочлены

b j,0(ζ)=ζ j.

В частности, эллиптична задача Дирихле для полигармоническо-
го уравнения

∆
lu = f . (..)

Приведем формулировки основных теорем.



 Глава II. Эллиптические уравнения и эллиптические граничные задачи

«Самая основная» теорема теории рассматриваемых эллиптиче-

ских задач аналогична теореме .. и состоит в следующем.

Теорема ... Следующие условия эквивалентны.
1◦. Задача (..)––(..) эллиптична.
2◦. Оператор A : H s(Ω) 7→H s(Ω, Γ) фредгольмов.
3◦. Оператор A имеет двусторонний параметрикс R, действую-

щий ограниченным образом из H s(Ω, Γ) в H s(Ω) и такой, что опера-
торы AR−I и RA− I действуют ограниченным образом соответ-
ственно из H s(Ω, Γ) в H s+1(Ω, Γ) и из H s(Ω) в H s+1(Ω). Здесь I и I ––

соответствующие единичные операторы.

4◦. Справедлива априорная оценка

‖u‖H s(Ω) ¶ C ′s

�
‖ f ‖H s−2l (Ω)+

l∑
j=1

‖g j‖H s−rj−1/2
(Γ)+‖u‖H0(Ω)

�
(..)

с постоянной, не зависящей от u.

Снова мы имеем здесь две шкалы пространств. В отношении

оценки снова отметим, что она двусторонняя: правая часть оце-

нивается через левую (см. (..)). Это опять свидетельствует об

адекватности пространств Соболева––Слободецкого рассматривае-

мым задачам. В случае единственности последнее слагаемое справа

в (..) излишне. Параметрикс снова квалифицированный.

Приведем теорему о повышении гладкости решений, или об их

регулярности.

Теорема ... Пусть задача (..)––(..) эллиптична и число
s удовлетворяет условиям (..). Пусть τ>0 и

u ∈ H s(Ω), но f ∈ H s−2l+τ(Ω), g j ∈ H s−rj−1/2+τ(Γ) ( j = 1, …, l).

Тогда u∈H s+τ(Ω).

Есть и локальный вариант этой теоремы, состоящий в том,

что при правых частях, имеющих, скажем, повышенную гладкость

вблизи некоторой точки, решение имеет соответствующую повы-

шенную гладкость вблизи этой точки.

Далее, есть условия эллиптичности с параметром, при выпол-

нении которых можно гарантировать однозначную разрешимость

задачи при больших по модулю значениях параметра. Сформу-

лируем простейший вариант такого результата. Пусть уравнение

a(x, D)u= f заменено на уравнение с параметром

a(x, D)u−λu = f (..)
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в Ω. Для простоты будем считать, что граничные условия не зависят

от λ. Параметр λ изменяется в замкнутом угле Λ на комплексной

плоскости с вершиной в начале координат. Условия эллиптично-

сти задачи с параметром формулируются так же, как условия эл-

липтичности, только главный символ a0(x, ξ) заменяется на раз-

ность a0(x, ξ)− λ и предполагается, что она отлична от нуля при

(ξ, λ) 6= 0, ξ∈Rn, λ∈Λ, а в условии Лопатинского предполагается,

что задача на луче для уравнения

[a0(x0, ξ′0, Dt)−λ]v(t) = 0 (..)

имеет единственное убывающее при t→+∞ решение при (ξ′0, λ) 6=0,

λ∈Λ. Условия эллиптичности с параметром содержат в себе условия

эллиптичности (при λ=0).

Например, задача Дирихле для уравнения ∆u− λu= f эллип-

тична с параметром вдоль любого луча, кроме отрицательной по-

луоси. То же верно для задачи Неймана.

Зàäà÷à . Проверьте это самостоятельно. Проверьте также, что

в случае задачи Дирихле для правильно эллиптического уравнения

порядка 2l эллиптичность с параметром имеет место вдоль любого

луча, вдоль которого это уравнение эллиптично с параметром.

Теорема ... Пусть задача (..), (..) эллиптична с пара-
метром в Λ. Тогда при любом s, удовлетворяющем условию (..),

она однозначно разрешима при достаточно больших по модулю
λ∈Λ.

При этом справедлива априорная оценка, равномерная по па-

раметру. Мы приведем простейшую оценку при предположениях

s=2l>max rj , g j=0:

‖u‖H2l (Ω)+ |λ|‖u‖H0(Ω) ¶ C‖ f ‖H0(Ω), (..)

где постоянная не зависит и от λ. Условия эллиптичности с пара-

метром необходимы для справедливости такой оценки.

При других λ получается фредгольмовость задачи с нулевым ин-

дексом.

Отметим, что задачи с параметром получаются из нестационар-

ных смешанных задач в цилиндрической области Ω × (0, ∞) с не

зависящими от времени t ∈ (0, ∞) коэффициентами (буква t выше

имела другой смысл). Например, рассмотрим в такой области урав-

нение теплопроводности

∆U(x, t)− ∂tU(x, t) = F(x, t) (..)
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с граничным условием Дирихле на боковой поверхности

U(x, t) = G(x, t) (x ∈ Γ) (..)

и для простоты однородным начальным условием

U(x, 0) = 0. (..)

Формальное преобразование Лапласа

u(x,λ) =

∞∫

0

U(x, t)e−λtdt (..)

переводит ее в задачу с параметром для оператора Лапласа, упо-

мянутую перед формулировкой теоремы ... При этом Λ –– правая

полуплоскость. Это на самом деле путь к исследованию нестацио-

нарных –– «параболических» задач, см., например, [] и []. Но

есть и прямой путь –– исследование смешанной задачи с коэффици-

ентами, зависящими и от t, методом замораживания коэффициен-

тов. См., например, работу В. А. Солонникова [], а также обзор

С. Д. Эйдельмана [].

Зàäà÷à . Проверьте, что задача Дирихле для уравнения ∆lu−
−λu=0 эллиптична с параметром вдоль любого луча, кроме R+ или

R−. Выведите отсюда, что при s¾ 2l определен и ограничен опе-

ратор перехода от набора функций vj ∈ H s− j−1/2(Γ) ( j = 0, …, l − 1)

к функции u∈H s(Ω) с данными Коши v0, …, vl−1, не зависящий от s.

Теперь мы наметим доказательства теорем ..––... Для об-

легчения выкладок будем считать, что rj<2l при всех j и s=2l. По-

дробно остановимся на принципиально важных моментах; техниче-

ские вещи, аналогичные рассмотренным в предыдущем параграфе

и лишь несколько более громоздкие, мы подробно рассматривать не

будем.

.. Доказательства основных теорем. По аналогии с §  тео-

рема .. доказывается в три этапа. Начнем с первого этапа. Рас-

смотрим задачу в полупространстве Rn
+

для операторов без млад-

ших членов. Коэффициенты операторов сейчас считаем не завися-

щими от x. Задача имеет вид

a0(D)u(x) = f (x) (xn > 0), (..)

b j,0(D)u(x)|xn=0 = g j(x′) ( j = 1, …, l). (..)
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После (формального) преобразования Фурье по касательным пере-

менным имеем задачу (полагая t= xn)

a0(ξ′, Dt)v(ξ′, t) = h(ξ′, t) (t > 0), (..)

b j,0(ξ′, Dt)v(ξ′, t)|t=0 = h j(ξ
′) ( j = 1, …, l), (..)

где v = F ′u, h= F ′ f , h j = F ′g j . Пространство убывающих при t→∞

решений уравнения a0(ξ′, Dt)v(t)= 0 обозначим через M=M(ξ′).

Любой базис ω1(t), …,ωl(t) в этом пространстве назовем устойчи-
вым базисом.

... Канонический базис. При h=0 в формулах (..)––(..)

многочлен a0(ξ′, ζ) по ζ можно заменить на a+0 (ξ′, ζ), а многочле-

ны b j (ξ
′, ζ) по ζ –– на их остатки eb j,0(ξ′, ζ) от деления на a+0 (ξ′, ζ)

(переменные ξ′ играют роль параметров):

a+0 (ξ′, Dt)v(ξ′, t) = 0 (t > 0), (..)

eb j,0(ξ′, Dt)v(ξ′, t)|t=0 = h j(ξ
′) ( j = 1, …, l). (..)

Старший коэффициент в a+0 без ограничения общности примем рав-

ным единице. Отметим, что функции eb j,0(ξ′, ζ) по совокупности пе-

ременных положительно однородны степени rj при ξ′ 6=0.

Устойчивый базис можно построить в виде контурных интегра-

лов

ωk(ξ′, t) =
1

2π

∫

γ

eiζtζk−1

a+0 (ξ′, ζ)
dζ (k = 1, …, l), (..)

где γ=γ(ξ′) –– замкнутый контур в верхней полуплоскости, охваты-

вающий все корни ζ многочлена a+0 (ξ′, ζ), т. е. все корни многочле-

на a0(ξ′, ζ) в этой полуплоскости. Очевидно, что это решения урав-

нения (..) c h=0, убывающие по модулю при t→+∞, и что они

линейно независимы. Контур можно менять, но локально, вблизи

фиксированной точки ξ′0, его можно считать не зависящим от ξ′.
Определим канонический базис Ωk(ξ′, t) в M(ξ′) условиями

eb j,0(ξ′, Dt)Ωk(ξ′, t)|t=0 = δ j,k ( j, k = 1, …, l). (..)

Он существует в силу условия Лопатинского, и каждую функцию

Ωk(ξ′, t) можно найти, подставив в условия (..) c фиксированным

k линейную комбинацию функций ω1(ξ′, t), …,ωl(ξ
′, t). Получит-

ся линейная система уравнений с ненулевым определителем, и ко-

эффициенты однозначно определяются. При этом получается, что
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Ωk(ξ′, t) –– похожие на (..) контурные интегралы, только ζk−1 за-

меняются некоторыми многочленами Nk(ξ′, ζ) по ζ. Эти многочле-

ны определяются не однозначно, но их можно подчинить условиям

eb j,0(ξ′, ζ)Nk(ξ′, ζ) = δ j,kζ
l−1.

Ясно, что тогда Nk(ξ′, ζ) –– многочлен степени не выше l − 1 по ζ,

положительно однородный степени l− rk−1 по совокупности пере-

менных при ξ′ 6=0. Получаем

Предложение ... Канонический базис имеет вид

Ωk(ξ′, t) =
1

2πi

∫

γ

eiζt Nk(ξ′, ζ)

a+0 (ξ′, ζ)
dζ (k = 1, …, l), (..)

где Nk(ξ′, ζ) –– многочлены по ζ степени не выше l− 1 с бесконечно
гладкими по ξ′ при ξ′ 6= 0 коэффициентами, являющиеся положи-
тельно однородными степени l− rk−1 функциями по совокупности
переменных (ξ′, ζ) при этих ξ′.

Явные формулы для Nk приведены в [] в немного других обо-

значениях.

Предложение ... Справедливы следующие неравенства с по-
стоянной, не зависящей от ξ′:

∞∫

0

|D j
tΩk(ξ′, t)|2dt ¶ C1|ξ′|2( j−rk)−1 ( j = 0, …, 2l; k = 1, …, l).

(..)

Доказательство. Примем, что при |ξ′|= 1 контур γ не зависит

от ξ′ : γ(ξ′)= γ0. Далее, примем, что при других ξ′ он получается

преобразованием подобия из γ0 с коэффициентом |ξ′|: γ(ξ′)=|ξ′|γ0.

Ясно, что это можно предположить. Теперь из (..), продифферен-

цировав j раз по t под знаком интеграла и заменив ζ/|ξ′| новой

переменной, получаем

|D j
tΩk(ξ′, t)| ¶ C|ξ′| j−rk e−ǫ|ξ

′ |t ( j = 0, …, 2l, k = 1, …, l)

с положительными C и ǫ, не зависящими от ξ′ и t. Поэтому

∞∫

0

|D j
tΩk(ξ′, t)|2dt ¶ C|ξ′|2( j−rk)

∞∫

0

e−2ǫ|ξ′ |tdt.

Остается заменить |ξ′|t новой переменной. Получаем требуемую

оценку.
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... Априорная оценка. Для простоты будем считать, что s=
= 2l > rk. На первом этапе мы хотим получить для задачи (..),

(..) оценку

‖u‖2
H2l (Rn

+
)
¶ C
h
‖ f ‖2

H0(Rn
+

)
+

l∑
k=1

‖gk‖2H2l−rk−1/2(Rn−1 )
+‖u‖2

H0(Rn
+

)

i
. (..)

Все нормы для удобства заменены их квадратами. Примем сначала,

что f = 0. Тогда для решения задачи (..), (..) мы имеем фор-

мулу

v(ξ′, t) =
l∑

k=1

Ωk(ξ′, t)hk(ξ′). (..)

Теперь достаточно получить оценку

2l∑
j=0

|ξ′|2(2l− j)
∞∫

0

|D j
t v(ξ′, t)|2dt ¶ C ′

l∑
k=1

|ξ′|2(2l−rk )−1|hk(ξ′)|2 (..)

с постоянной, не зависящей от ξ′ и рассматриваемых функций. Дей-

ствительно, проинтегрировав эту оценку по ξ′, мы получим почти

нужную оценку (..), но в полунормах вместо норм. Останется

добавить справа квадраты норм нулевого порядка правых частей g j

граничных условий, а также слева и справа квадрат нулевой нормы

решения.

Но оценка (..) непосредственно следует из (..).

Теперь пусть f 6= 0. Этот случай сводится к только что рассмот-

ренному следующим образом. Продолжим h(ξ′, t) нулем на t < 0

и положим при ξ′ 6=0

v0(ξ′, t) = F−1
n a−1

0 (ξ)Fnh(ξ′, t). (..)

Тогда (ср. с (..)), дважды применяя равенство Парсеваля по по-

следнему переменному, получаем

|ξ′|2(2l− j)
∞∫

0

|D j
t v0(ξ′, t)|2dt ¶

¶ C1

∫ |ξ′|2(2l− j)ξ2 j
n

|a0(ξ)|2 |(Fnh)(ξ)|2 dξn ¶ C2

∞∫

0

|h(ξ′, t)|2dt.

Этого достаточно, так как при интегрировании интеграла справа по

ξ′ получается ‖ f ‖2
H0(Rn

+
)
.
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Итак, оценка (..) получена, чем закончен первый этап. Пере-

пишем результат для операторов без младших членов с коэффици-

ентами, замороженными в точке x0:

‖u‖2
H2l (Rn

+
)
¶

¶ C
h
‖a0(x0, D)u‖2

H0(Rn
+

)
+

l∑
k=1

‖bk,0(x0, D)u‖2
H2l−rk−1/2(Rn−1)

+‖u‖2
H0(Rn

+
)

i
.

На втором этапе мы рассматриваем задачу в полупространстве

с операторами, содержащими младшие члены:

a(x, D) = a0(x, D)+a1(x, D), bk(x, D) = bk,0(x, D)+ bk,1(x, D),

где в старших членах (в a0(x, D) и bk,0(x, D)) предполагаем все ко-

эффициенты близкими к их значениям в граничной точке x0. Полу-

чаем

‖u‖2
H2l (Rn

+
)
¶ C
h
‖a(x, D)u‖2

H0(Rn
+

)
+

l∑
k=1

‖bk(x, D)u‖2
H2l−rk−1/2(Rn−1)

+

+‖u‖2
H0(Rn

+
)
+T0+

l∑
k=1

Tk

i
,

где

T0 = ‖a1(x, D)u‖2
H0(Rn

+
)
+‖[a0(x0, D)−a0(x, D)]u‖2

H0(Rn
+

)

и

Tk = ‖bk,1(x, D)u‖2
H2l−rk−1/2(Rn−1)

+

+‖[bk,0(x0, D)− bk,0(x, D)]u‖2
H2l−rk−1/2(Rn−1)

.

Завершение второго этапа сводится к получению оценки, скажем,

вида

C
�

T0+

l∑
k=1

Tk

�
¶

1
2
‖u‖2

H2l (Rn
+

)
+C1‖u‖2H0(Rn

+
)

при достаточной близости старших коэффициентов к постоянным.

Это возможно благодаря нашим следующим заготовкам: теоре-

ма .. о следе на границе полупространства, теорема .. об

оценке нормы оператора умножения на гладкую функцию в полу-

пространстве с учетом верхней грани ее модуля, неравенство (..)

для промежуточных норм в полупространстве, а также аналогичные
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результаты из §  для Rn−1 вместо Rn (теорема .. и предложе-

ние ..).

На третьем этапе мы умножаем заданную в области Ω функцию

u ∈ H2l(Ω) на разбиение единицы в замыкании окрестности этой

области:

u =
N∑
0

ϕ j u,

где ϕ j –– гладкие функции, носитель функции ϕ0 лежит строго внут-

ри области, а каждая следующая функция ϕ j равна нулю вне малой

окрестности какой-либо граничной точки; подразумевается, что

последние функции заменены их сужениями на Ω. Считаем, что

в этой окрестности возможно выпрямление границы и использова-

ние результатов второго этапа, поскольку старшие коэффициенты

там близки к постоянным. Оценку для ϕ0u берем из результатов § .

Можно считать, что теперь в исходных координатах мы имеем

‖u‖2
H2l (Ω)
¶ C
� N∑

j=0

‖a(x, D)(ϕ j u)‖2
H0(Ω)

+

+

N∑
j=1

l∑
k=1

‖bk(x, D)(ϕ j u)‖2
H2l−rj−1/2(Γ)

+‖u‖2
H0(Ω)

�
.

Далее надо прокоммутировать (поменять местами) дифференци-

альные операторы и функции ϕ j ; при этом возникнут дополнитель-

ные члены, оцениваемые через ǫ‖u‖2
H2l (Ω)

c малым коэффициентом ǫ

и ‖u‖2
H0(Ω)

при помощи оценок промежуточных норм и теоремы

о следе в области. На последнем шаге мы опускаем эти функции,

пользуясь ограниченностью операторов умножения на них.

... Правый параметрикс. При выводе априорной оценки

мы исходили из того, что нам задано решение. Теперь же мы долж-

ны исходить из того, что заданы правые части и надо построить

приближенное решение.

Мы ограничимся тем, что наметим первый этап. Полагаем

R( f , g) = R0 f +
l∑
1

R j(g j− B j R0 f ). (..)

Здесь

R0 f = F−1 |ξ|2l

1+ |ξ|2l a−1
0 (ξ)FE f , (..)
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E –– оператор продолжения функции на все пространство,

R j g j = F ′−1 |ξ′|rj+1

1+ |ξ′|rj+1Ω j(ξ
′, t)F ′g j . (..)

Назначение введенных здесь дробей –– погасить особенность функ-

ции a−1
0 (ξ) в точке ξ= 0 и функций канонического базиса в точке

ξ′=0.

Необходимость алгебраических условий эллиптичности прове-

ряется от противного подстановкой в априорную оценку специаль-

ных семейств функций, зависящих от дополнительного параметра.

В случае задачи с параметром так строится точный правый об-

ратный оператор к оператору задачи. Для задачи в полупростран-

стве с постоянными старшими коэффициентами и без младших чле-

нов такой оператор строится в явном виде при помощи преобра-

зования Фурье по касательным переменным. На следующих этапах

используется обратимость оператора, близкого к обратимому опе-

ратору по норме. Эта близость обеспечивается увеличением модуля

параметра λ.

Подробности см., например, в [].

Позднее этих доказательств появилось «исчисление граничных

задач» [, ]. Граничным задачам, вообще говоря, с псевдодиф-

ференциальными операторами вместо дифференциальных, сопо-

ставляются матричные операторы, образующие алгебру, этим опе-

раторам отвечают матричные символы, и в пределах этой алгебры

для эллиптической задачи находится двусторонний параметрикс.

Эта теория детально изложена в книге []. Мы наметим ее в [].

Есть также «исчисление задач с параметром» []. В [] будет по-

дробно изложен менее громоздкий вариант такой теории (который

появился раньше) –– для псевдодифференциальных операторов на

замкнутом многообразии.

.. Нормальные системы граничных операторов и фор-

мально сопряженные задачи. Задачи с однородными гранич-

ными условиями. Рассмотрим систему граничных операторов

B j = b j(x, D) =
∑
|β |¶rj

b j,β(x)Dβ ( j = 1, …, k) (..)

порядков rj . В этом пункте мы будем предполагать, что их коэф-

фициенты являются бесконечно гладкими в окрестности грани-

цы и что rj < 2l, где 2l –– порядок оператора a(x, D), а k сначала
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не больше 2l. Старшие части этих операторов обозначаем через

B j,0= b j,0(x, D).

Определения. Система (..) называется нормальной, если по-

рядки rj попарно различны и если граница Γ является нехаракте-

ристической для каждого из операторов B j в каждой ее точке. По-

следнее означает, что если записать B j в координатах, в которых ось

xn направлена по нормали к границе, то коэффициент при старшей

производной по xn (порядка rj) –– не обращающаяся в нуль функция.

Если для задачи (..), (..) есть луч эллиптичности с па-

раметром, то граничные операторы в ней образуют нормальную

систему. Это можно проверить, полагая в условии Лопатинского

ξ′=0, λ 6=0.

Системой Дирихле называется нормальная система из 2l опера-

торов.

Примером может служить система последовательных нормаль-

ных производных:

1, Dν , …, D2l−1
ν . (..)

Очевидно, что при k<2l любую нормальную систему можно допол-

нить до системы Дирихле, например, добавив к ней нормальные

производные недостающих порядков.

Отметим также, что любые две системы Дирихле линейно вы-

ражаются одна через другую при помощи матричных операторов

в частных производных по касательным переменным с бесконечно

гладкими коэффициентами. Например, пусть (..) –– система Ди-

рихле, k = 2l и rj = j − 1. Запишем оператор b j (x, D) по степеням

нормальной производной:

b j(x, D) = b j,0(x, D′)+ b j,1(x, D′)Dν +…+ b j, j−1(x)D j−1
ν . (..)

Это выражения операторов системы (..) через операторы систе-

мы (..). Здесь b j,k(x, D′) –– дифференциальный оператор порядка

не выше j − 1− k с бесконечно гладкими коэффициентами, содер-

жащий дифференцирования только по касательным направлениям,

причем последний коэффициент b j, j−1(x) –– всюду отличная от нуля

числовая функция. Таким образом, матрица перехода от системы

(..) к (..) –– это нижняя треугольная невырожденная матрица

из дифференциальных операторов. Порядки ее элементов возраста-

ют при каждом сдвиге влево и вниз на диагональ, параллельную

главной. Обратная матрица устроена аналогично. Как следствие мы
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можем аналогично линейно выразить любую систему Дирихле че-

рез любую другую систему Дирихле.

Напомним, что формально сопряженным к оператору A называ-

ется оператор

A∗v =
∑
|α|¶2l

Dα|aα(x)v(x)]. (..)

Он эллиптичен и, как легко проверить, правильно эллиптичен вме-

сте с A. Операторы A и A∗ связаны формулой

(Au, v)Ω = (u, A∗v)Ω (..)

на функциях из D(Ω)= C∞
0 (Ω) (что проверяется интегрированием

по частям). Это значит, что они сопряжены в смысле теории обоб-

щенных функций в Ω.

Вернемся к системе (..); будем теперь считать, что k= l и что

она нормальна, а задача для оператора A с этими граничными опе-

раторами эллиптична.

Дополним систему {B1, …, Bl} до системы Дирихле {B1, …, B2l}.

Теорема ... Можно построить другую систему Дирихле {C1, …
…, C2l} так, что для функций u, v из H2l(Ω) справедлива формула
Грина

(Au, v)Ω− (u, A∗v)Ω =
l∑
1

(Bl+ j u, C j v)Γ−
l∑
1

(B j u, Cl+ j v)Γ. (..)

Здесь подразумевается, что все операторы имеют бесконечно

гладкие коэффициенты. Сумма порядков операторов B и C в каждом

слагаемом равна 2l − 1. Неоднозначность построения содержится

в выборе операторов Bl+1, …, B2l; если они выбраны, то вторая си-

стема строится, как мы увидим дальше, уже однозначно. Заметим,

что если для функций u, v из H2l(Ω) выполняются условия

B1u =… = Blu = 0, C1v =… = Clv = 0, (..)

то формула (..) принимает вид (..).

Если мы имеем (..), то задачи с операторами A, B1, …, Bl

и A∗, C1, …, Cl называются формально сопряженными. В частности,

если задача совпадает с формально сопряженной к ней, то она

называется формально самосопряженной.

Наметим доказательство теоремы. Функции u(x) и v(x) доста-

точно считать бесконечно гладкими и имеющими малые носители



§ . Эллиптические граничные задачи в ограниченной области 

вблизи граничной точки. Выпрямив границу, предположим, что мы

рассматриваем функции в полупространстве {x : xn > 0}. Запишем

оператор A по степеням производной Dn:

A = A0+ A1Dn+…+ A2l D
2l
n .

Здесь A j –– дифференциальные операторы по касательным перемен-

ным порядка не выше 2l− j, причем последний коэффициент –– от-

личная от нуля функция, см. замечание ... Нетрудно проследить

за процедурой интегрирования по частям, приводящей к формуле

(Au, v)Rn
+
− (u, A∗v)Rn

+
=

2l∑
k=1

(Dk−1
n u, Nkv)Rn−1 ,

где Nk –– оператор в частных производных порядка 2l− k, в котором

коэффициент при D2l−k
n с точностью до знака совпадает с A∗2l . Зна-

чит, эти операторы образуют нормальную систему.

Сумму граничных членов запишем в виде скалярного произве-

дения столбцов

Du = (u, …, D2l−1
n u)′ и Nv = (N1v, … , N2l v)′ : [Du, Nv].

Столбец из операторов B j u временно расположим в порядке убы-

вания порядков этих операторов и обозначим его после этого че-

рез eBu. Тогда Du = BeBu, где B –– нижняя треугольная матрица из

операторов в частных производных по x′ с главной диагональю,

состоящей из не обращающихся в нуль функций, и мы имеем

[Du, Nv] = [BeBu, Nv] = [eBu, B∗Nv].

Порядки операторов Nk убывают сверху вниз, а B
∗ –– верхняя тре-

угольная матрица. Предоставляем читателю проверить, что на v
здесь действует система Дирихле и что после надлежащего измене-

ния обозначений получается нужная формула (..).

Теорема ... Пусть задачи с операторами A, B1, …, Bl и A∗,
C1, …, Cl являются формально сопряженными. Тогда если одна из
них эллиптична, то вторая тоже эллиптична.

Подробное доказательство мы рекомендуем посмотреть в книге

[, гл. , п. ]. (Другое, чисто алгебраическое, но более формальное

доказательство есть в работе [].) Мы ограничимся объяснением

основной идеи. Если провести локализацию, заморозить коэффици-

енты в граничной точке, отбросить младшие члены и сделать пре-

образование Фурье по касательным переменным, то дело сводится
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к следующей ситуации. Имеются две задачи на луче R+= {t : t>0}

для обыкновенных дифференциальных операторов порядка 2l c по-

стоянными коэффициентами:

a0(D)u(t) = f (t) (t > 0), b j,0u(t)|t=0 = 0 ( j = 1, …, l),

a∗0(D)v(t) = g(t) (t > 0), c j,0u(t)|t=0 = 0 ( j = 1, …, l).

Они рассматриваются в классе правых частей и решений, принад-

лежащих L2(R+). Для функций u, v, удовлетворяющих этим гранич-

ным условиям,

∞∫

0

a0(D)u(t) · v(t)dt =
∞∫

0

u(t) ·a∗0(D)v(t) dt.

В силу эллиптичности исходной задачи первая задача однознач-

но разрешима в классе решений и правых частей, принадлежащих

L2(R+). Для второй достаточно показать, что при нулевой функции

g(t) она имеет только тривиальное решение в этом классе. (См.

замечание .., п. .) Но при такой g(t) из последней формулы мы

имеем
∞∫

0

a0(D)u(t) · v(t)dt = 0.

Теперь достаточно найти решение u(t) первой задачи с f (t)= v(t).

Мы получим
∞∫

0

|v(t)|2dt = 0,

откуда v(t)=0, что и надо было проверить.

Обозначим через H2l
B (Ω) подпространство функций в H2l(Ω),

удовлетворяющих однородным, т. e. нулевым, граничным условиям

B j u=0 ( j=1, …, l), и через AB оператор H2l
B (Ω)→ L2(Ω), действую-

щий по формуле ABu= Au. Он отвечает задаче

Au = f в Ω, B1u =… = Blu = 0 на Γ. (..)

Теорема ... При сделанных предположениях этот оператор
фредгольмов. Его ядро состоит из бесконечно гладких функций (по-
сле возможного исправления на множестве нулевой меры).

Доказательство. Это следует из аналогичных свойств операто-

ра, отвечающего исходной задаче с неоднородными граничными
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условиями. Действительно, ядро оператора AB совпадает с ядром

оператора, отвечающего исходной задаче, поэтому оно конечно-

мерно и состоит из бесконечно гладких функций. Известная нам

априорная оценка принимает вид

‖u‖H2l (Ω) ¶ C
�
‖ABu‖L2(Ω)+‖u‖L2(Ω)

�
. (..)

Отсюда следует замкнутость области значений оператора AB. Сохра-

няется конечномерность ее коразмерности.

Добавим, что область определения H2l
B (Ω) оператора AB плотна

в L2(Ω). Из оценки видна также замкнутость оператора AB в L2(Ω):

если u j→u и ABu j→ f в L2(Ω), то u∈H2l
B (Ω) и ABu= f .

Аналогично обстоит дело с оператором (A∗)C, отвечающим со-

пряженной задаче.

Операторы AB и (A∗)C связаны формулой

(ABu, v)Ω = (u, (A∗)Cv)Ω (..)

на своих областях определения, и это взаимно сопряженные опера-

торы в L2(Ω). Ситуация аналогична рассмотренной в предложении

... Как и там, получается следующее утверждение.

Следствие ... При тех же предположениях ортогональное до-
полнение к области значений оператора AB в L2(Ω) совпадает с яд-
ром оператора (A∗)C, а ортогональное дополнение к области значе-
ний оператора (A∗)C –– с ядром оператора AB.

.. Спектральные задачи. Простейшая спектральная задача

для эллиптического уравнения со спектральным параметром внут-

ри области (т. е. содержащимся в этом уравнении) имеет вид

Au(x) = λu(x) в Ω, (..)

B j u(x) = 0 на Γ ( j = 1, …, l). (..)

Мы используем обозначения из предыдущего пункта и считаем,

что выполнены сделанные там предположения: это эллиптическая

задача для оператора A = a(x, D) порядка 2l с нормальной си-

стемой граничных условий порядков rj < 2l. Задаче сопоставляет-

ся неограниченный оператор AB в L2(Ω) c областью определения

D(AB)= H2l
B (Ω). Этот же оператор можно рассматривать как огра-

ниченный фредгольмов оператор из H2l
B (Ω) в L2(Ω). Если задача

однозначно разрешима при некотором λ = λ0, то это оператор
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с дискретным спектром. Тогда все корневые функции оказываются

бесконечно гладкими.

Проще всего формально самосопряженные задачи, и они осо-

бенно важны в приложениях. Соответствующий оператор AB явля-

ется тогда самосопряженным в L2(Ω):

(ABu, v)Ω = (u, ABv)Ω (u, v ∈ D(AB)). (..)

Его собственные значения вещественны, и для них найдена асимп-

тотика, что было очень непросто и потребовало усилий многих ма-

тематиков в течение долгого времени. Если главный символ поло-

жителен, то для собственных значений (они в этом случае положи-

тельны, по крайней мере начиная с некоторого номера), зануме-

рованных натуральными числами в порядке неубывания с учетом

кратностей, при k→∞ мы имеем

λk ∼ ck2l/n, (..)

где постоянная c вычисляется через главный символ a0(x, ξ). Опти-

мальная оценка остаточного члена в этой асимптотике, т. e. разно-

сти левой и правой части, в общем случае имеет вид O(k(2l−1)/n).

(В матричном случае, если главный символ не является знакоопре-

деленным, то аналогичная асимптотика имеет место отдельно для

положительных и для отрицательных собственных значений.)

В L2(Ω) имеется ортонормированный базис из собственных

функций, и он остается базисом в области определения H2l
B (Ω)

оператора AB.

Если оператор AB не является самосопряженным, то (A∗)C –– со-

пряженный к нему оператор.

Оператор AB можно назвать близким к самосопряженному (или

слабым возмущением самосопряженного оператора
1
2

(AB+ A∗B)), ес-

ли операторы A и A∗ имеют общий главный символ и системы гра-

ничных операторов для них совпадают. В этом случае сколь угодно

узкие вертикальные углы, симметричные относительно веществен-

ной оси, содержат спектры операторов AB и A∗B за возможным ис-

ключением конечного числа собственных значений. (Более того,

собственные значения, кроме конечного их числа, лежат в неко-

торых «параболических окрестностях» лучей R±.) Указанная выше

асимптотика собственных значений сохраняется. При положитель-

ном главном символе почти все (все, кроме, возможно, конечно-

го их числа) собственные значения лежат в правом угле (правой
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параболической окрестности). Эллиптичность с параметром имеет

место вдоль любого луча, кроме R±, а при положительном главном

символе –– кроме R+.

Если самосопряженности нет, то возникает вопрос об условиях

полноты корневых функций оператора AB в L2(Ω) и в D(AB), т. е.

плотности их линейных комбинаций в этих пространствах. Укажем

условие, достаточное для полноты (в тех же пространствах). Оно со-

стоит в наличии лучей эллиптичности c параметром с углами меж-

ду соседними лучами, не превосходящими 2lπ/n. В частности, это

условие выполнено для операторов, близких к самосопряженным.

Полнота получается также в некоторых других пространствах,

в том числе в промежуточных пространствах, получаемых из L2(Ω)

и D(AB) комплексной интерполяцией (которая будет объяснена

в § ). В самосопряженном случае там получается базисность.

Отдельный вопрос –– выяснение условий, при которых из корне-

вых функций несамосопряженного эллиптического оператора мож-

но построить систему, сохраняющую какие-либо свойства типа ба-

зисности. На этом мы здесь не останавливаемся. Содержание насто-

ящего пункта мы предполагаем подробно обсуждать в [].

Примеры. Рассмотрим спектральную задачу Дирихле для урав-

нения Лапласа

−∆u = λu в Ω, u = 0 на Γ. (..)

Соответствующий оператор обозначим через −∆D. Это самосопря-

женный оператор с дискретным спектром, состоящим из положи-

тельных собственных значений конечной кратности, стремящихся

к+∞ с асимптотикой ck2/n. Самосопряженность следует из формулы

Грина для оператора Лапласа

−
∫

Ω

∆u · ¯̄v dx =
∫

Ω

∇u ·∇¯̄v dx−
∫

Γ

∂νu · ¯̄v dS. (..)

Здесь ∂ν –– производная по внешней нормали. Действительно, из

(..) получается, что при u, v∈H2(Ω), u= v=0 на Γ

(∆u, v)0,Ω = (u,∆v)0,Ω. (..)

Из формулы (..) следует также положительность собственных

значений. Действительно, полагая v = u, получаем при λ¶ 0 и ну-

левом граничном значении, что ∇u= 0 почти всюду в Ω и, значит,

всюду, так что u≡ const вΩ, откуда u≡0, поскольку u=0 на границе.
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Аналогично обстоит дело со спектральной задачей Неймана для

уравнения Лапласа

−∆u = λu в Ω, ∂νu = 0 на Γ. (..)

Соответствующий оператор в L2(Ω) обозначим через −∆N . Это са-

мосопряженный оператор с дискретным спектром, состоящим из

неотрицательных собственных значений, стремящихся к +∞ с той

же асимптотикой. Число 0 является собственным значением, ему

отвечает одномерное пространство собственных функций, состоя-

щее из постоянных. Самосопряженность и отсутствие отрицатель-

ных собственных значений снова следуют из формулы Грина.

Интересны и полезны также спектральные эллиптические зада-

чи со спектральным параметром в граничном условии. Рассмотрим

такую задачу для эллиптического уравнения второго порядка (на-

пример, для уравнения Лапласа)

Lu = 0 в Ω, ∂νu = λu на Γ, (..)

Это спектральная задача Пуанкаре––Стеклова. Ср. с [] и [].

Пусть задача Дирихле для уравнения Lu= 0 однозначно разре-

шима. Тогда задача Пуанкаре––Стеклова приводится к спектрально-

му уравнению на границе Γ. Обозначим через DΓ оператор, перево-

дящий правую часть граничного условия Дирихле для решений од-

нородного уравнения в правую часть граничного условия Неймана:

u|Γ 7→ u 7→ ∂νu. (..)

Здесь по правой части g граничного условия задачи Дирихле стро-

ится решение этой задачи, от которого берется граничное значение

нормальной производной. По-английски DΓ называется Dirichlet-to-
Neumann operator. Он действует ограниченным образом из H s−1/2(Γ)

в H s−3/2(Γ), s>3/2.

Если задача Неймана однозначно разрешима, то можно вве-

сти оператор NΓ, переводящий правую часть граничного усло-

вия Неймана в правую часть условия Дирихле. Это Neumann-to-
Dirichlet operator. Он действует ограниченным образом из H s−3/2(Γ)

в H s−1/2(Γ) и компактен ввиду компактности вложения второго

пространства в первое. Если обе задачи, Дирихле и Неймана, од-

нозначно разрешимы, то DΓ и NΓ –– взаимно обратные операторы.

Эти операторы играют важную роль в теории обратных задач для

эллиптических уравнений (см., например, []). Мы можем назы-

вать эти операторы операторами Дирихле и Неймана.



§ . Эллиптические граничные задачи в ограниченной области 

В теории псевдодифференциальных операторов выясняется, что

DΓ –– эллиптический псевдодифференциальный оператор порядка 1.

Это будет объяснено в []. В частности, это позволяет положить

s= 3/2 и рассматривать DΓ как неограниченный оператор в L2(Γ)

с областью определения H1(Γ). Задача (..) сводится к уравнению

(DΓ−λI)ϕ = 0, (..)

где ϕ=u|Γ.

Оба оператора в случае уравнения−∆u+µu=0, с вещественным

µ, отличным от собственных значений задач Дирихле и Неймана

для оператора Лапласа, оказываются самосопряженными в L2(Γ)=

=H0(Γ); это следует из вытекающего из формулы Грина соотноше-

ния ∫

Γ

∂νu · ¯̄v dS =
∫

Γ

u · ∂ν¯̄v dS. (..)

Спектр оператора DΓ дискретен и состоит из собственных зна-

чений конечной кратности, стремящихся к +∞ с асимптотикой

c′k1/(n−1). Собственные функции (решения однородного уравнения

(DΓ−λI)ϕ=0) принадлежат C∞(Γ) (если граница бесконечно глад-

кая). Из них можно составить ортонормированный базис в L2(Γ),

остающийся, как можно показать, базисом во всех пространствах

H s(Γ).

К аналогичным задачам мы вернемся в §  в контексте теории

сильно эллиптических систем -го порядка в липшицевых областях.

Более подробную информацию о спектральных эллиптических за-

дачах со ссылками на литературу можно найти в обзорах [,,].

.. Некоторые обобщения.

. Общие эллиптические задачи можно рассматривать для си-

стем эллиптических уравнений в частных производных, в том числе

для систем, эллиптических по Дуглису––Ниренбергу. См., например,

[] и [, ]. Принципиально в этом нет ничего нового, нужно

только адекватно выбирать пространства для решений и правых

частей.

Задача Дирихле для эллиптических систем с однородной отно-

сительно дифференцирования старшей частью четного порядка не

всегда эллиптична и поэтому не всегда фредгольмова. Пример неф-

редгольмовой задачи Дирихле впервые указал А. В. Бицадзе [].
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Это задача для 2×2-системы на плоскости с матрицей
�

∂2
1− ∂2

2 2∂1∂2

−2∂1∂2 ∂2
1− ∂2

2

�
. (..)

Имеются упрощенные формы условия Лопатинского для матричной

задачи Дирихле, по существу принадлежащие Я. Б. Лопатинскому

[], в терминах главного символа a0(x, ξ) системы, см. [] и [].

В частности, для эллиптичности задачи Дирихле необходима и до-

статочна его факторизуемость:

a0(x, ξ′, ζ) = a−(x, ξ′, ζ)a+(x, ξ′, ζ). (..)

Здесь x –– точка границы, ось xn направлена по нормали к ней и ну-

ли ζ определителей матриц a+ и a− при ξ′ 6=0 лежат соответственно

в верхней и нижней полуплоскости. Другое, эквивалентное условие

мы укажем здесь для системы -го порядка. Оно состоит в том, что

интеграл
∫

γ

eiζta−1
0 (x, ξ′, ζ) dζ (..)

по контуру, охватывающему все корни ζ определителя матрицы

a0(x, ξ′, ζ) в верхней полуплоскости, является невырожденной мат-

рицей при ξ′ 6=0.

. Задачи для систем можно рассматривать на гладком компакт-

ном многообразии с гладким краем. Вместо вектор-функций мож-

но рассматривать сечения векторных расслоений. См., например,

[, ].

. Задачи, эллиптические с параметром, можно рассматривать

в более общей форме, когда эллиптический оператор и граничные

операторы полиномиально зависят от параметра. См., например,

[] и []. Интересны и соответствующие спектральные задачи,

им посвящена обширная литература. См., например, [].

. Ослабив предположения о гладкости, можно рассматривать

задачи в пространствах с индексом s, изменяющимся на конечном

промежутке.

. Имеется обширная теория дифференциальных эллиптиче-

ских операторов на многообразиях с особенностями типа кони-

ческих точек, ребер и т. п., а также граничных эллиптических за-

дач в областях с границами, имеющими такие особенности. Вне
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этих особенностей многообразие или граница считаются гладкими.

Эта теория существенно сложнее. Вводятся и используются про-

странства, специальным образом связанные с этими особенностя-

ми. Изучается асимптотическое поведение решений вблизи осо-

бенностей. См. основополагающую работу В. А. Кондратьева []

и монографии Дож [], С. А. Назарова––Б. А. Пламеневского [,]

и В. А. Козлова––В. Г. Мазьи––Россмана [, ].

§ . Сильно эллиптические уравнения
и вариационные задачи

В теории эллиптических задач имеется другой подход, и он был

разработан до появления общей теории эллиптических задач, опи-

санной в предыдущем параграфе. На простейших задачах он объ-

ясняется в учебниках математической физики, см., например, [],

[]; см. также книгу []. Он является менее общим в том смыс-

ле, что требует наличия связанной с данным эллиптическим урав-

нением квадратичной «энергетической» формы, имеющей положи-

тельно определенную действительную часть. Это условие сильной

эллиптичности. Оно выполнено для многих уравнений, часто встре-

чающихся в приложениях.

В случае гладкой границы и гладких коэффициентов этот подход

быстрее приводит к теоремам об однозначной разрешимости или

фредгольмовости задачи, но в пространствах с меньшей гладкостью

(что само по себе интересно), а доказательство гладкости решений

при гладких правых частях требует дополнительных усилий. Этот

случай рассматривается в настоящем параграфе.

Особенно эффективен этот подход в случае негладких коэффи-

циентов (см. ниже замечание ..) и негладкой (например, лип-

шицевой) границы. Сильно эллиптические системы -го порядка

в липшицевых областях будут рассмотрены в §§  и .

В контексте нашей книги в этом подходе прежде всего интере-

сен выбор пространств функций.

Мы сначала подробно рассмотрим задачи Дирихле и Неймана

для скалярного уравнения -го порядка, затем укажем обобщения

на системы высших порядков.

.. Задачи Дирихле и Неймана для скалярного уравнения

-го порядка. Пусть Ω –– ограниченная область с границей Γ. Сей-
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час для простоты она предполагается бесконечно гладкой. Рассмот-

рим в Ω скалярное уравнение второго порядка со старшей частью,

записанной в дивергентной форме:

Lu = f , (..)

где

Lu(x) = −
n∑

j,k=1

∂ ja j,k(x)∂ku(x)+
n∑

j=1

b j(x)∂ ju(x)+ c(x)u(x). (..)

Коэффициенты –– комплекснозначные, вообще говоря, функции; сей-

час, опять же для простоты, они предполагаются бесконечно гладки-

ми в ¯̄Ω; ∂ j –– частные производные ∂/∂x j. Можно принять, хотя это

и не обязательно, что

a j,k(x) = ak, j(x) ( j 6= k). (..)

Это условие означает, что после дифференцирования в первой сум-

ме коэффициенты в подобных членах одинаковы. Если дополни-

тельно a j,k=ak, j (так что a j,k вещественны), b j=0 и c= ¯̄c, то мы име-

ем формально самосопряженное уравнение. Первую сумму можно

переписать в виде

∇a(x)∇u(x)= div a(x) grad u(x), (..)

где a(x) –– симметричная (но не обязательно вещественная) мат-

рица размеров n× n с элементами a j,k(x). Дивергенция берется от

произведения a(x) grad u(x).

На старшую часть мы наложим условие сильной эллиптично-
сти. Оно принадлежит М. И. Вишику [] и состоит в том, что

форма

a(x, ξ) =
∑

a j,k(x)ξ jξk (..)

c вещественными ξ= (ξ1, …, ξn) имеет положительно определен-

ную действительную часть, т. е. форма

Re a(x, ξ) =
∑ a j,k(x)+a j,k(x)

2
ξ jξk (..)

является положительно определенной. Более точно, мы предполо-

жим, что выполнено равномерное по (x, ξ) условие

Re a(x, ξ) ¾ C0|ξ|2 (x ∈ ¯̄Ω), (..)

где C0 –– положительная постоянная.
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Для комплексного вектора ζ= ξ+ iη форму a(x, ζ) определим

равенством

a(x, ζ) =
∑

a j,k(x)ζkζ j . (..)

Тогда при условии (..) имеем

a(x, ζ) = a(x, ξ)+a(x,η),

так что неравенство (..) обобщается на комплексные ζ:

Re a(x, ζ) ¾ C0|ζ|2. (..)

При вещественных a j,k(x)= ak, j(x) сильная эллиптичность сле-

дует из условия эллиптичности a(x, ξ) 6= 0. Наоборот, эллиптич-

ность всегда следует из сильной эллиптичности. Повторяем, что

сильную эллиптичность мы здесь предполагаем.

Важнейшие задачи для уравнения (..) –– задача Дирихле с гра-

ничным условием

u+(x) = g(x) на Γ (..)

и задача Неймана. Чтобы записать граничное условие Неймана,

введем так называемую конормальную производную. Пусть ν =

= ν(x) = (ν1(x), …, νn(x)) –– единичный вектор внешней нормали

к границе Γ в ее точке x. Если функция u(x) гладкая (достаточно

предположить ее принадлежащей H s(Ω) с s>3/2), то положим

T+u(x) =
n∑

j=1

ν j(x)a j,k(x)γ+∂ku(x) (..)

на Γ. Это и есть конормальная производная для уравнения (..).

Граничное условие Неймана записывается в виде

T+u(x) = h(x) на Γ. (..)

Конормальная производная теснее связана с уравнением, чем обыч-

ная нормальная производная (см. ниже формулы Грина). В случае

уравнения Лапласа она совпадает с нормальной производной.

Обе задачи эллиптичны: в отношении задачи Дирихле мы уже

отмечали это в п. ., а эллиптичность задачи Неймана легко прове-

ряется (поворотом системы координат, при котором ∂n становится

производной по нормали).

Более того, эти задачи эллиптичны с параметром в угле с бис-
сектрисой R− раствора π+ ǫ с достаточно малым ǫ > 0. Почему

здесь угол эллиптичности с параметром шире левой полуплоско-

сти, объясняется так: условие сильной эллиптичности сохраняется
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по непрерывности при замене a j,k(x) на eiθa j,k(x) с достаточно ма-

лым |θ |.
Введем форму

ΦΩ(u, v) =
∫

Ω

�∑
j,k

a j,k∂ku · ∂ j¯̄v+
∑

j
b j ∂ j u · ¯̄v+ cu¯̄v
�

dx. (..)

Первую сумму здесь можно переписать в виде

a(x)∇u(x) ·∇v(x)= a(x) grad u(x) ·grad v(x). (..)

Если u∈H2(Ω) и v ∈H1(Ω), то интегрированием по частям получа-

ется первая формула Грина

(Lu, v)Ω = ΦΩ(u, v)− (T+u, v+)Γ. (..)

Здесь (u, v)Ω и (ϕ,ψ)Γ –– стандартные скалярные произведения в

L2(Ω) и L2(Γ). Формально сопряженный к L оператор для дальней-

шего будет удобнее обозначать через eL; он записывается формулой

eLv = −
n∑

j,k=1

∂ j ak, j(x)∂kv(x)−
∑

b j (x)∂ j v(x)+

+
�

c(x)−
∑

∂ jb j (x)
�

v(x). (..)

Первую формулу Грина для него мы хотим иметь с той же формой

ΦΩ(u, v):

(u, eLv)Ω = ΦΩ(u, v)− (u+, eT+v)Γ. (..)

Соответствующая конормальная производная от функции v∈H s(Ω),

s>3/2, имеет тогда вид

eT+v(x) =
∑
j,k

ν j(x)ak, j(x)γ+∂kv(x)+
∑
ν j(x)b j(x)v+(x). (..)

Формула (..) выводится при u ∈ H1(Ω), v ∈ H2(Ω). Из первых

формул Грина (..) и (..) при u, v ∈ H2(Ω) вытекает вторая
формула Грина

(Lu, v)Ω− (u, eLv)Ω = (u+, eT+v)Γ− (T+u, v+)Γ. (..)

При s> 3/2 предельным переходом можно распространить форму-

лу (..) на u∈ H s(Ω), v ∈ H1(Ω), формулу (..) –– на u∈ H1(Ω),

v ∈H s(Ω) и формулу (..) –– на u, v ∈H s(Ω). Для этого функции из

H s(Ω) аппроксимируем функциями из H2(Ω).
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Хотя мы в этом параграфе предполагаем границу и коэффициен-

ты гладкими, представляет большой интерес рассмотрение уравне-

ний с негладкими правыми частями, их решения –– функции малой

гладкости. Возможность такого рассмотрения предоставляет исход-

ная «слабая» постановка задач Дирихле и Неймана, которую мы

сейчас опишем. Речь идет о слабых решениях.

Сначала предположим граничные условия в этих задачах одно-

родными, т. e. имеющими нулевые правые части.

Задача Дирихле записывается тогда равенством

( f , v)Ω = ΦΩ(u, v). (..)

Здесь v –– любая «пробная» функция. Функции u, v, f принадлежат

следующим пространствам:

u, v ∈ eH1(Ω), f ∈ H−1(Ω). (..)

При этом форма ( f , v)Ω рассматривается как продолженная на пря-

мое произведение H−1(Ω)× eH1(Ω). Выбор пространства для u и v
связан с однородностью условия Дирихле: напомним, что eH1(Ω)

отождествляется с H̊1(Ω).

Задача Неймана с однородным граничным условием тоже запи-

сывается равенством (..), но c

u, v ∈ H1(Ω), f ∈ eH−1(Ω). (..)

Таким образом, нам здесь понадобились пространства с отрица-

тельными индексами. В обоих случаях f и u, v принадлежат про-

странствам, взаимно сопряженным относительно (продолженной)

формы ( f , v)Ω. Отметим, что форма ΦΩ(u, v) ограничена на H1(Ω)

и, в частности, на eH1(Ω):

|ΦΩ(u, v)| ¶ C1‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) (u, v ∈ H1(Ω)),

|ΦΩ(u, v)| ¶ C1‖u‖ eH1(Ω)‖v‖ eH1(Ω) (u, v ∈ eH1(Ω)).
(..)

Оператор L в случае задачи Дирихле с однородным гранич-

ным условием действует ограниченным образом из пространства
eH1(Ω) функций u в пространство H−1(Ω) функций f . Действитель-

но, в этом случае

‖ f ‖H−1(Ω) ¶ C2 sup
v 6=0

|( f , v)Ω|
‖v‖ eH1 (Ω)

= C2 sup
v 6=0

|ΦΩ(u, v)|
‖v‖ eH1(Ω)

¶ C3‖u‖ eH1(Ω).

В случае задачи Неймана с однородным граничным условием ана-

логично проверяется, что L –– ограниченный оператор из H1(Ω)

в eH−1(Ω).
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На первый взгляд, несколько странно, что функции u и f при-

надлежат пространствам разных классов: H и eH. Но именно так

«устроена жизнь» в рассматриваемом классе задач, когда правые

части находятся в пространствах с отрицательными индексами. Ср.

c теоремой Лакса––Мильграма в п. .. Напомним также, что про-

странства H s(Ω) и eH s(Ω) можно отождествить при |s| < 1/2 (см.

п. .). В п. . мы увидим, что по этой причине пространства для

u и f лежат в одной интерполяционной шкале.

Рассмотрим подробнее сначала задачу Дирихле.

Теорема ... Для сильно эллиптического оператора (..) су-
ществуют такие постоянные C4> 0 и C5¾ 0, что для функций из
eH1(Ω) справедливо неравенство

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C4 ReΦΩ(u, u)+C5‖u‖2H0(Ω)

. (..)

Это так называемое неравенство Гординга. Его справедливость

выражают также словами: форма ΦΩ(u, u) коэрцитивна на eH1(Ω).

Доказательство в скалярном случае при условии (..) (выте-

кающем, как мы видели, из (..) и (..)) совсем простое. Под-

становкой ζ j= ∂ j u(x) в неравенство (..) и интегрированием по x
получается неравенство

∑
‖∂ j u‖2H0(Ω)

¶ C4 ReΦ0,Ω(u, u),

где Φ0,Ω –– главная часть формы ΦΩ:

Φ0,Ω(u, v) =
∫

Ω

a(x)∇u(x) ·∇v(x)dx. (..)

Если все коэффициенты b j равны нулю, то сразу получается нужный

результат. Если же среди b j есть ненулевые коэффициенты, то допол-

нительно надо воспользоваться неравенствами (..).

Если Re c(x) достаточно большое (или если c(x) заменено на

c(x)−λ и µ=−Reλ достаточно большое), то оценка вида (..)

справедлива с C5=0:

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C4 ReΦΩ(u, u). (..)

Далее мы как правило будем считать для простоты, что располага-

ем именно этой оценкой. Это неравенство назовем сильным нера-
венством Гординга, или сильным условием коэрцитивности для ΦΩ
на eH1(Ω). При этом условии, как мы сейчас увидим, получается
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однозначная разрешимость задачи (вместо фредгольмовости). Из

равенства (..) следует, что

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C6‖ f ‖H−1(Ω)‖u‖ eH1(Ω),

и поэтому мы имеем априорную оценку

‖u‖ eH1(Ω) ¶ C6‖ f ‖H−1(Ω). (..)

Из нее следует единственность решения задачи Дирихле.

Выше мы уже отметили, что справедливо и неравенство в обрат-

ную сторону. Поэтому получается двусторонняя оценка:

‖u‖ eH1(Ω) ¶ C6‖ f ‖H−1(Ω) ¶ C7‖u‖ eH1(Ω). (..)

Это говорит о том, что выбранные пространства адекватны рас-

сматриваемой задаче.

Далее, из оценки (..) выводится существование решения за-

дачи при любой правой части f . В важном частном случае, когда

уравнение формально самосопряженное, так что

ΦΩ(u, v) = ΦΩ(v, u), (..)

это получается по теореме Ф. Рисса: форма ΦΩ(u, v) обладает тогда

свойствами скалярного произведения, что позволяет представить

функционал ( f , v)Ω в виде ΦΩ(u, v). Но и без этого предположения

форма ΦΩ(u, v) с фиксируемой функцией u выражает общий вид

непрерывного антилинейного функционала над eH1(Ω), однозначно

определяющего u, в силу теоремы Лакса––Мильграма (см. п. .).

Получается теорема существования и единственности:

Теорема ... Если справедливо неравенство (..), то задача
Дирихле Lu= f в Ω, u+=0 имеет одно и только одно слабое решение
в eH1(Ω) при любой правой части f ∈ H−1(Ω) с априорной оценкой
(..).

Замечание ... Чтобы иметь неравенство (..), не обяза-

тельно предполагать, что уравнение содержит свободный член. На-

пример, в случае уравнения Пуассона −∆u= f можно воспользо-

ваться известным неравенством Фридрихса (см., например, [] или

[]): для функций, равных нулю на Γ,

‖u‖2L2(Ω) ¶ CΩ‖∇u‖2L2(Ω). (..)

Задача Дирихле в этом случае, как хорошо известно, однозначно

разрешима. Неравенство Фридрихса верно и в Lp-нормах.
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На случай неоднородного граничного условия u+ = g ∈ H1/2(Γ)

(в этом случае решение ищется в H1(Ω)) результат об однознач-

ной разрешимости задачи Дирихле распространяется следующим

образом: из решения вычитается функция u0 ∈ H1(Ω) с заданным

граничным значением g. Для разности u − u0 получается только

что рассмотренная задача. Сказанное здесь мы подробно объясним

в п. ..

Если рассматривается уравнение c параметром

Lu−λu = f (..)

вместо (..), то при достаточно больших µ=−Reλ, как сейчас мы

проверим, получается равномерная по параметру оценка

‖u‖ eH1(Ω)+µ‖u‖H−1(Ω) ¶ C‖ f ‖H−1(Ω), (..)

похожая на (..). Это можно сопоставить со сделанным перед

формулой (..) замечанием об эллиптичности задач с парамет-

ром.

Чтобы получить оценку (..), заметим следующее. Неравен-

ство (..) останется в силе, если под знаком Re к ΦΩ(u, u) доба-

вить −(λu, u)Ω. Но

ΦΩ(u, u)−λ(u, u)Ω = ( f , u)Ω.

Поэтому

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C‖ f ‖H−1(Ω)‖u‖ eH1(Ω),

что дает нужную оценку первого слагаемого слева в (..). Далее,

µ‖u‖H−1(Ω) ¶ ‖ f ‖H−1(Ω)+‖Lu‖H−1(Ω),

а последнее слагаемое здесь оценивается через только что оценен-

ное первое слагаемое слева в (..). Это дает оценку второго сла-

гаемого слева в (..).

Более того, оценка вида (..) справедлива с |λ| вместо µ,

‖u‖ eH1(Ω)+ |λ|‖u‖H−1(Ω) ¶ C‖ f ‖H−1(Ω), (..)

вне любого угла с вершиной в начале, содержащего внутри себя

угол, в котором лежат значения квадратичной формы ΦΩ(u, u). Что-

бы получить эту оценку, надо воспользоваться возможностью умно-

жения формы ΦΩ(u, u) на eiθ с достаточно малыми |θ |.
Перейдем к задаче Неймана. В этом случае требуется аналогич-

ное (..) неравенство для функций из H1(Ω):

‖u‖2H1(Ω)
¶ C4 ReΦΩ(u, u)+C5‖u‖2H0(Ω)

. (..)



§ . Сильно эллиптические уравнения и вариационные задачи 

В рассматриваемом сейчас скалярном случае c условием (..)

неравенство (..) получается в точности таким же образом, как

выше. Будем говорить, что форма ΦΩ(u, v) коэрцитивна на H1(Ω).

При достаточно большом Re c(x) оно верно с C5=0:

‖u‖2
H1(Ω)
¶ C4 ReΦΩ(u, u). (..)

Это неравенство назовем сильным условием коэрцитивности для
формы ΦΩ на H1(Ω). Имея (..), можно почти без изменений по-

вторить для задачи Неймана сказанное выше про задачу Дирихле.

Получается

Теорема ... Если справедливо неравенство (..), то задача
Неймана Lu= f в Ω, T+u=0 на Γ имеет одно и только одно слабое
решение в H1(Ω) при любой правой части f ∈ eH−1(Ω) с априорной
оценкой

‖u‖H1(Ω) ¶ C6‖ f ‖ eH−1(Ω). (..)

Снова имеет место двусторонняя оценка. Верна и оценка с па-

раметром, аналогичная (..).

Для слабой постановки задачи Неймана с неоднородным гра-

ничным условием нужна полная формула Грина

( f , v)Ω = ΦΩ(u, v)− (h, v+)Γ (v ∈ H1(Ω)). (..)

Здесь f ∈ eH−1(Ω), так что f и v находятся в сопряженных про-

странствах. Далее, v+ ∈ H1/2(Γ), поэтому h ∈ H−1/2(Γ), (h, v+)Γ ––

непрерывный антилинейный функционал над H1/2(Γ) и, значит,

над H1(Ω).

Несколько неожиданным может показаться следующее обстоя-

тельство. Для функций u, v ∈H1(Ω) доказать формулу Грина (..),

или (..), мы уже не можем. Дело в том, что в рамках известной

нам теоремы о следах выражение (..) для функции из H1(Ω),

вообще говоря, лишено смысла. Далее, правая часть Lu= f уравне-

ния однозначно определяется заданием u как обобщенная функция

только внутри области Ω. Как элемент пространства (анти)линей-

ных непрерывных функционалов над H1(Ω) эта правая часть может

содержать составляющую, сосредоточенную на Γ, –– функционал ви-

да (w, v+)Γ, где w∈H−1/2(Γ). Но такую составляющую можно пере-

нести (или не переносить) в граничное слагаемое в (..).

Выход из этого положения, принятый в литературе (см., на-

пример, []), состоит в том, что справедливость формулы Гри-

на (..) постулируется. Конормальную производную мы теперь
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считаем определенной этой формулой, если нам заданы u ∈ H1(Ω)

и f ∈ eH−1(Ω). Она уже, вообще говоря, не выражается формулой

(..). Мы также будем считать формулу (..) определением
решения задачи Неймана с неоднородным граничным условием, если
заданы f ∈ eH−1(Ω) и конормальная производная T+u= h∈H−1/2(Γ).
Постановка задачи, таким образом, содержит некоторый произвол:

f и h не независимы. Но если f или T+u реально задано, то соответ-

ственно T+u или f определяется уже однозначно. В частности, две

задачи Неймана с f =0 и с h=0 имеют самостоятельное значение.

Добавим, что если известно, что f ∈ L2(Ω), то обычно прини-

мают именно эту функцию f за правую часть уравнения Lu = f
в eH−1(Ω), продолжая ее нулем вне Ω. См. [, с. ]. Этим соглаше-

нием конормальная производная определяется однозначно. В част-

ности, это относится к случаю, когда f =0 в Ω.

Мы вернемся к этому вопросу в § . В п. . мы предложим

способ устранения только что указанного произвола.

Однако полезно знать, что функционал (T+u, v+)Γ можно пред-

ставить в виде ( f1, v)Ω c f1∈ eH−1(Ω). Благодаря этому общую задачу

Неймана всегда можно свести к рассмотренной выше задаче с одно-

родным граничным условием изменением правой части в уравне-

нии. Поэтому результат об однозначной разрешимости распростра-

няется на случай неоднородного граничного условия.

Конормальную производную, вычисленную по формуле (..),

будем называть гладкой конормальной производной.

Для нас сейчас общая задача Неймана особенно интересна тем,

что в ее постановке удается задать правую часть граничного усло-

вия в пространстве с отрицательным индексом −1/2.

Мы еще хотим объяснить термин «вариационная задача». Это
можно сделать, если выполнено условие формальной самосопряжен-
ности, или, что то же, условие (..), и форма ΦΩ(v, v) неотрица-
тельна. Рассмотрим функционал

Ψ(v) = Re[ΦΩ(v, v)−2( f , v)Ω]. (..)

Этот функционал достигает наименьшего значения на решении.

Действительно, мы имеем

Ψ(u+ v)−Ψ(u) = ΦΩ(v, v)+2 Re[ΦΩ(u, v)− ( f , v)Ω],

и если u –– решение, то выражение в квадратных скобках равно ну-

лю, так что левая часть неотрицательна.
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По этой причине слабые постановки задач Дирихле и Неймана,

рассмотренные выше в этом параграфе, называют также вариаци-

онными постановками; мы при этом не будем исключать случай,

когда нет формальной самосопряженности.

Для исследования гладкости решения при дополнительной глад-

кости правых частей и границы имеется «метод разностных отно-

шений» Ниренберга []. Оказывается, например, что при правой

части уравнения из L2(Ω) решение принадлежит H2(Ω′) в любой

внутренней подобласти Ω′, а если граница –– класса C2, то решение

задачи Дирихле принадлежит H2(Ω). См. п. ..

Но совсем просто получается следующий результат при беско-

нечно гладких коэффициентах и границе, он вытекает из согласо-

ванности обычной и вариационной эллиптической теории.

Теорема ... Пусть s¾ 2. Тогда решение задачи Дирихле с f ∈
∈ H s−2(Ω) и g ∈ H s−1/2(Γ) принадлежит H s(Ω) и является реше-
нием в смысле общей теории (§ ). Поэтому оно принадлежит
H s(Ω). То же верно для решения задачи Неймана при f ∈ H s−2(Ω)

и h∈H s−3/2(Γ).

Доказательство. Достаточно проверить при s=2, что обычное

решение является вариационным решением. Но это элементарно

делается интегрированием по частям. Поясним, что здесь f не со-

держит составляющей с носителем на Γ, конормальная производ-

ная гладкая и она определена однозначно. Ввиду единственности

вариационного решения оно является обычным и применима из-

вестная нам теорема о гладкости решений обычных эллиптических

задач.

Замечание ... Представляет самостоятельный интерес воп-

рос о том, какие результаты справедливы, если коэффициенты урав-

нения не являются гладкими функциями. Теорема .. получается,

если коэффициенты в (..) предположить всего лишь ограничен-

ными измеримыми функциями. Этого же предположения хватает

для доказательства теорем .. и .., если удовлетвориться рас-

смотрением слабых решений.

Замечание ... Остановимся теперь на задаче Дирихле в слу-

чае, когда есть сильная эллиптичность, но нет сильной коэрцитив-

ности формы ΦΩ(u, v) на eH1(Ω). Пусть L –– соответствующий опе-

ратор. Тогда для оператора Lτ= L+ τ условие сильной коэрцитив-

ности выполнено, если τ достаточно велико. Отвечающий исход-
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ной задаче Дирихле с однородным граничным условием оператор

LD : eH1(Ω)→H−1(Ω) оказывается слабым возмущением обратимого

оператора Lτ,D. Более точно, их разность –– ограниченный оператор

в eH1(Ω), и он, конечно, компактен как оператор из eH1(Ω) в H−1(Ω).

Поэтому LD –– фредгольмов оператор с нулевым индексом. См. пред-

ложение ... Далее, в силу второй формулы Грина операторы LD

и eLD, где eLD отвечает задаче Дирихле для формально сопряженного

оператора, оказываются сопряженными как операторы в банаховых

(в данном случае в гильбертовых) пространствах:

(LDu, v)Ω = (u, eLDv)Ω (u, v ∈ eH1(Ω)). (..)

Оператор eLD тоже фредгольмов с нулевым индексом, и, например,

уравнение LD u= f ∈H−1(Ω) разрешимо тогда и только тогда, когда
правая часть f удовлетворяет условию

( f , v)Ω = 0 (..)

для всех решений однородного уравнения eLDv = 0. См. предложе-

ние ...

Аналогично обстоит дело с задачей Неймана, если формаΦΩ(u, v)

коэрцитивна на H1(Ω), но нет сильной коэрцитивности. Оператор
LN : H1(Ω)→ eH−1(Ω), отвечающий задаче Неймана c однородным
граничным условием, является тогда фредгольмовым оператором
с нулевым индексом, и уравнение LN u= f разрешимо в том и только
в том случае, если f удовлетворяет условию (..) для всех реше-
ний сопряженного однородного уравнения eLN v=0.

Наша теорема .. тоже распространяется на фредгольмову си-

туацию. Действительно, например, уравнение LD u= f достаточно

переписать в виде Lτ,Du= f +τu с обратимым оператором слева.

Упомянем здесь, что в теории сильно эллиптических уравне-

ний существенную роль играют поверхностные потенциалы. Если

E(x, y) –– фундаментальное решение, т. е. решение уравнения

Lx E(x, y) = δ(x− y), (..)

то классический потенциал простого слоя определяется формулой

u(x) = Aψ(x) =
∫

Γ

E(x, y)ψ( y) dS y, (..)

а потенциал двойного слоя –– формулой

u(x) = Bϕ(x) =
∫

Γ

[∂νy
E(x, y)]ϕ( y) dS y (x /∈ Γ). (..)
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Пока последнюю мы написали в случае формально самосопряжен-

ного оператора L. При этом функции ψ и ϕ должны обладать неко-

торой регулярностью. Оба оператора, (..) и (..), переводят

функции, заданные на границе, в решения однородного уравнения

вне границы. Важны также сужения этих операторов на Γ и конор-

мальные производные этих функций на Γ. В случае гладкой гра-

ницы и гладких коэффициентов в L четыре последних оператора ––

псевдодифференциальные операторы на Γ, и изучать мы их будем

средствами исчисления этих операторов в []. В негладком случае

имеется упрощенный подход к выводу свойств этих операторов,

а также так называемого гиперсингулярного оператора H =−T+B,

основанный на предположении об однозначной разрешимости за-

дач Дирихле и Неймана. Он будет объяснен в §  в бо́льшей общ-

ности: в липшицевых областях для сильно эллиптических систем

-го порядка. Но там придется начать с ревизии определений этих

операторов.

Операторы типа потенциала удобны для решения задач в случае

однородного уравнения и неоднородного граничного условия. Мы

увидим это в § .

К операторам, действующим на границе, можно отнести также

оператор Неймана N , переводящий данные Неймана решения од-

нородного уравнения в данные Дирихле, и обратный к нему опе-

ратор Дирихле D. При однозначной разрешимости задач Дирихле

и Неймана оператор D действует ограниченным образом из H1/2(Γ)

в H−1/2(Γ) и обратим, оператор N –– в обратном направлении. Эти

два оператора, в другом контексте уже упомянутые в п. ., мы по-

дробнее рассмотрим в § .

.. Обобщения. Определение сильной эллиптичности обоб-

щается прежде всего на системы второго порядка. Они будут по-

дробно рассмотрены в §  и § , см. также § . Далее –– на систе-

мы высших порядков со структурой Дуглиса––Ниренберга [].

Задается одна система целых и для простоты положительных чисел

m1, …, md. В обозначениях п. . сейчас t j =m j . Запишем систему c

выделением ее старшей части:

Lu(x) = L0u(x)+… = f (x). (..)

Вектор-функции u(x) и f (x) –– столбцы высоты d:

u(x) = (u1(x), …, ud(x))′, f (x) = ( f1(x), …, fd(x))′.
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Операторы L и L0 –– матричные, с размерами матриц d× d. Пусть

L= (Lr,s), L0= (Lr,s
0 ). Каждый из скалярных операторов Lr,s записы-

вается в дивергентной форме:

Lr,s
= Lr,s(x, ∂) =

∑
|α|¶mr ,|β |¶ms

(−1)|α|∂α[ar,s
α,β

(x)∂β · ]. (..)

При этом старшие части этих операторов составляют матрицу L0:

Lr,s
0 = Lr,s

0 (x, ∂) =
∑

|α|=mr ,|β |=ms

(−1)mr ∂α[ar,s
α,β

(x)∂β · ]. (..)

Условие сильной эллиптичности состоит в следующем:

Re
d∑

r,s=1

∑
|α|=mr ,|β |=ms

ar,s
α,β

(x)ξα+βζsζr ¾ C0

d∑
j=1

|ξ|2m j |ζ j |2, (..)

где C0 –– положительная постоянная. Координаты вектора ξ= (ξ1, …

…, ξn) вещественны, координаты вектора ζ= (ζ1, …, ζd)′ комплекс-

ные. Определение сильной эллиптичности систем в приведенной

здесь общности сформулировано в работе Ниренберга []. Функ-

ции ar,s
α,β

(x) считаем пока бесконечно гладкими в ¯̄Ω.

Рассмотрим скалярное произведение (Lu, v)Ω сначала на финит-

ных бесконечно гладких функциях в Ω. Интегрированием по частям

получается формула

( f , v)Ω = ΦΩ(u, v), (..)

где ΦΩ –– форма

ΦΩ(u, v) =
∫

Ω

d∑
r,s=1

∑
|α|¶mr ,|β |¶ms

ar,s
α,β

(x)∂βus(x)∂αvr(x) dx (..)

со старшей частью

∫

Ω

d∑
r,s=1

∑
|α|=mr ,|β |=ms

ar,s
α,β

(x)∂βus(x)∂αvr(x) dx. (..)

Прежде всего важны и интересны задачи Дирихле и Неймана

в слабой постановке с однородными граничными условиями. В за-

даче Дирихле

u j , vj ∈ eHm j (Ω), fk ∈ H−mk (Ω). (..)

Задачей Неймана сейчас называется задача, в которой

u j , vj ∈ Hm j (Ω), fk ∈ eH−mk (Ω). (..)
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Требуется, чтобы соотношение (..) выполнялось для u, f и про-

извольных пробных функций v.

Введем пространство

Hm(Ω) = Hm1 (Ω)×…×Hmd (Ω). (..)

В этом пространстве норма имеет вид

‖u‖Hm(Ω) =

� d∑
1

‖u j‖2Hm j (Ω)

�1/2
. (..)

При m1 =…=md =m будем писать Hm(Ω). Форма ΦΩ называется

коэрцитивной на пространстве (..), если для всех его элементов

справедливо неравенство

‖u‖2Hm(Ω) ¶ C1 ReΦΩ(u, u)+C2‖u‖2H0(Ω)
(..)

с постоянными C1> 0 и C2¾ 0. При C2= 0 это сильная коэрцитив-
ность. Аналогично определяются коэрцитивность и сильная коэр-

цитивность на других пространствах V решений.

Самое важное из этих пространств ––

eHm(Ω) = eHm1 (Ω)×…× eHmd (Ω), (..)

отождествляемое с

H̊m(Ω) = H̊m1 (Ω)×…× H̊md (Ω). (..)

Оно отвечает задаче Дирихле. В отношении более общих V мы бу-

дем предполагать, что это подпространства в Hm(Ω), содержащие
eHm(Ω):

eHm(Ω) ⊂ V ⊂ Hm(Ω); (..)

решение u системы Lu= f ищется в V , а правая часть f предпола-

гается принадлежащей пространству V ′, сопряженному к V относи-

тельно продолжения скалярного произведения ( f , v)Ω. Из коэрци-

тивности на Hm(Ω) следует коэрцитивность на всех подпростран-

ствах V .

Теорема ... Из сильной эллиптичности оператора L следует
его коэрцитивность на eHm(Ω).

По существу это результат Гординга [], хотя в приведенной

здесь общности этот факт указан в []. В отличие от рассмотрен-

ного в п. . скалярного случая требуется доказательство, но оно

несложное и основано на методе замораживания коэффициентов.
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В случае m1 =…=md = 1, т. е. в случае системы -го порядка, мы

приведем его в § ; в общем случае оно проводится аналогично.

Неравенство Гординга становится сильным неравенством Гор-

динга, если форму младшего члена (cu, u)Ω предположить имеющей

достаточно большую действительную часть:

‖u‖2Hm(Ω) ¶ C1 ReΦΩ(u, u). (..)

Теорема ... Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на простран-
стве eHm(Ω), то задача Дирихле однозначно разрешима.

Это следует из теоремы Лакса––Мильграма.

Если есть только коэрцитивность (не сильная), т. е. только силь-

ная эллиптичность, то вместо однозначной разрешимости получа-

ется фредгольмовость.

Существенно сложнее обстоит дело с задачей Неймана и дру-

гими задачами. Очень большая литература была посвящена поис-

ку условий, достаточных для коэрцитивности на Hm(Ω) (и других

подпространствах V). Литературные указания мы приведем в § .

В первую очередь полезно смотреть книги [] и []. В §  будет

указано удобное достаточное условие для коэрцитивности на H1(Ω)

в случае системы -го порядка.

Теорема ... В случае сильной коэрцитивности на Hm(Ω) за-
дача Неймана однозначно разрешима.

Это снова следует из теоремы Лакса––Мильграма. Если есть ко-

эрцитивность и нет сильной коэрцитивности, то снова получается

фредгольмовость.

Бесконечная гладкость коэффициентов в этих теоремах не нуж-

на. Достаточна непрерывность старших коэффициентов и измери-

мость и ограниченность остальных коэффициентов. Но если есть

дополнительная гладкость коэффициентов и границы, то при глад-

кой f можно исследовать гладкость решения. Для этого, как в п. .,

имеются две возможности: метод Ниренберга [] разностных от-

ношений (см. п. . и замечания к этому пункту в § ) и отождеств-

ление задачи с соответствующей задачей в общей теории «глад-

ких» эллиптических задач. Нужно только проверять, что для гранич-

ных операторов вариационной задачи выполнено условие Лопатин-

ского.



Глава III

Пространства Hs и сильно эллиптические

системы -го порядка

в липшицевых областях

§ . Липшицевы области и липшицевы поверхности

.. Специфика липшицевых областей и поверхностей. По-

верхность Γ в Rn (n¾2; кривая при n=2) называется липшицевой,

если локально, в окрестности любой своей точки, она после подхо-

дящего поворота системы координат является графиком функции

xn=ϕ(x′), удовлетворяющей условию Липшица

|ϕ( y′)−ϕ(x′)| ¶ C|y′− x′|. (..)

Здесь x′= (x1, …, xn−1)∈O и y′= ( y1, …, yn−1)∈O, где O –– скажем,

шар в пространстве Rn−1; постоянная C не зависит, конечно, от x′

и y′. Область Ω в Rn называется липшицевой, если она имеет лип-

шицеву границу. Мы обычно будем считать область Ω ограничен-

ной, в этом случае постоянные C в локальных оценках (..) для

конечного покрытия границы окрестностями ее точек имеют конеч-

ный максимум. Нижнюю грань возможных максимумов называют

липшицевой постоянной поверхности Γ. Область Ω будем считать

лежащей под графиком функции xn=ϕ(x′) –– кроме § , где мы не

хотим сильно отклоняться от обозначений в [].

Замкнутая поверхность класса C1 «лучше» липшицевой, но ее

тоже можно рассматривать как липшицеву. В этом случае постоян-

ную Липшица можно считать нулевой, так как локальные постоян-

ные Липшица сколь угодно малы. Это следует из того, что если ко-

ординатная плоскость xn=0 является касательной к графику непре-

рывно дифференцируемой функции y =ϕ(x′) в начале координат,

то в этой точке ее первые производные равны нулю.

Обсудим примеры. Покажем, что липшицевыми являются вы-

пуклые ограниченные области (в частности, выпуклые многогран-

ники, конусы и цилиндры в трехмерном случае).
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Пусть X –– линейное пространство. Как известно, множество в X
называется выпуклым, если вместе с любыми двумя точками оно

содержит все точки соединяющего их отрезка. Пересечение выпук-

лых множеств выпукло. Выпуклая оболочка заданных точек в X ––

наименьшее выпуклое множество, содержащее эти точки.

В ближайшей теореме, временно, будет удобно считать, что

функция зависит от n переменных: ϕ(x)=ϕ(x1, …, xn).

Вещественная функция ϕ, заданная на открытом множестве

U ⊂ Rn, называется выпуклой вниз, если для любых двух точек x
и y из U , таких, что соединяющий их отрезок лежит в U , и любого

θ ∈ (0, 1) выполняется неравенство

ϕ(θ x+ (1−θ ) y) ¶ θϕ(x)+ (1−θ )ϕ( y);

выпуклой вверх, если выполнено такое же условие с заменой нера-

венства на противоположное. Условимся в случае выпуклости вниз

опускать слово «вниз».

Теорема ... Выпуклая функция локально удовлетворяет усло-
вию Липшица.

Доказательство ([, с. ––]).

. Сначала проверим, что выпуклая функция ϕ локально ограни-

чена сверху.

Если x ∈U , то найдутся такое δ>0 и такие точки x0, …, xn, что

выпуклая оболочка этих точек лежит в U и шар Bδ(x) радиуса δ c

центром в x лежит в этой выпуклой оболочке. Тогда для y ∈ Bδ(x)

найдутся такие числа tk ∈ [0, 1] (k=0, …, n), что

y =
∑

tk xk и
∑

tk = 1.

В силу выпуклости функции ϕ имеем

ϕ( y) ¶
∑

tkϕ(xk) ¶ maxϕ(xk) = c.

. Теперь проверим, что функция ϕ непрерывна.

Пустьϕ(x)¶ c на U и x0∈U . Не ограничивая общности, примем,

что x0=0 (начало координат) и ϕ(0)=0.

Пусть шар B= Br(0) лежит в U , ǫ∈ (0, c) и Vǫ= (ǫ/c)B. Это окрест-

ность начала координат. Для проверки непрерывности нашей функ-

ции в точке 0 достаточно доказать, что |ϕ(x)|¶ǫ на Vǫ. Пусть x∈Vǫ.
Имеем (c/ǫ)x∈ B и

ϕ(x) ¶
ǫ
c
ϕ
�

c
ǫ

x
�
+

�
1− ǫ

c

�
ϕ(0) ¶

ǫ
c

c = ǫ.
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Далее, (−c/ǫ)x∈ B и

0 = ϕ(0) ¶
1

1+
ǫ
c

ϕ(x)+

ǫ
c

1+
ǫ
c

ϕ
�
− c
ǫ

x
�
¶

1

1+
ǫ
c

ϕ(x)+
ǫ

1+
ǫ
c

,

так что −ǫ¶ϕ(x). Таким образом, |ϕ(x)|¶ǫ.

. Перейдем к доказательству утверждения теоремы. Пусть x0∈U,

ϕ(x0)=0. Найдем такие положительные c, r и δ, что Br+δ(x0)⊂U и

|ϕ( y)| ¶ c при y ∈ Br+δ(x0).

Мы проверим условие Липшица на Br(x0).

Пусть x, y∈ Br(x0), x 6= y. Положим

z = y+δ
y− x
|y− x| , θ =

|y− x|
|y− x|+δ .

Тогда z ∈ Br+δ(x0) и y = θ z+ (1− θ )x. Используя выпуклость функ-

ции ϕ, получаем

ϕ( y) ¶ θϕ(z)+ (1−θ )ϕ(x).

Поэтому

ϕ( y)−ϕ(x) ¶ θ [ϕ(z)−ϕ(x)]¶
|y− x|
|y− x|+δ 2c ¶

2c
δ
|y− x|.

Так как x и y можно поменять местами, то получаем

|ϕ( y)−ϕ(x)| ¶ 2c
δ
|y− x| при x, y ∈ Br(x0).

Конечно, такое же утверждение верно и для выпуклых вверх

функций.

Можно проверить, что ограниченная область в Rn выпукла, если

ее граница вблизи каждой своей точки является после подходящего

поворота системы координат графиком выпуклой вверх функции

xn=ϕ(x′) и прилегающая часть области лежит под этим графиком.

На этом не будем останавливаться.

Следствие ... Ограниченная выпуклая область липшицева.

Можно было бы предположить, что липшицевы поверхности ин-

вариантны относительно билипшецевых преобразований их окрест-

ностей (липшицевых преобразований, имеющих липшицевы обрат-

ные). Но это не так, пример указан в книге Гривара [, п. ..].

Гривар формулирует определение более широкого класса липши-
цевых многообразий, инвариантных относительно таких преобра-
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зований. Однако суперпозиция липшицевых функций липшицева,

поэтому липшицева поверхность допускает довольно общие преоб-

разования локальных координат.

Пример области вR3, не являющейся липшицевой []: область,

которую занимают два кирпича, второй лежит на первом поперек

первого. Не является липшицевой также плоская область, граница

которой –– кривая, имеющая точку возврата.

Напомним, что функция ϕ, определенная в окрестности точки

x′∈Rn−1, называется дифференцируемой в этой точке, если

ϕ( y′)−ϕ(x′) =
n−1∑

1

∂ jϕ(x′)( yj− x j)+ o(|y′− x′|) ( y′ → x′).

Теорема ... Пусть вещественная функция ϕ(x′) удовлетво-
ряет условию Липшица в области U пространства Rn−1. Тогда она
дифференцируема почти всюду в U.

Доказательство. . При n−1=1 это следует из хорошо извест-

ных теорем (см. []). Липшицева функция имеет ограниченное

изменение, поэтому является разностью двух монотонных функций,

а монотонная функция имеет производную почти всюду, что равно-

сильно дифференцируемости в тех же точках в одномерном случае.

Вдобавок модуль производной ограничен липшицевой постоянной.

В многомерном случае область U можно считать шаром. Обо-

значим через v его меру Лебега (n-мерный объем). Из сказанного

следует существование и ограниченность всех первых частных про-

изводных на подмножестве U ′ ⊂ U полной меры. Каждая из них ––

предел соответствующего разностного отношения. По теореме Его-

рова (см., например, []), при любом δ>0 существует подмноже-

ство U ′′⊂U ′ меры Лебега не меньше v−δ, на котором сходимость

равномерна. Это подмножество можно считать совершенным –– за-

мкнутым и не имеющим изолированных точек. На U ′′ все эти част-

ные производные непрерывны и, значит, равномерно непрерывны.

Кроме того, они равномерно ограничены по модулю липшицевой

постоянной C.

. Для простоты проведем сначала доказательство для n−1=2.

Здесь мы следуем []. Обозначим через T подмножество T ⊂ U ′′

точек плотности множества U ′′. Напомним, что это означает сле-

дующее: если x ∈ T и Or(x) –– шар радиуса r с центром в точке x,

то отношение меры пересечения T ∩Or(x) к мере этого шара стре-
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мится к единице при r→ 0. Меры множеств T и U ′′ одинаковы.

Мы докажем дифференцируемость функции ϕ(x) в каждой точке x0

множества T .

Рассмотрим произвольную точку x1. Пусть r = |x1 − x0|. Если

точка x1 принадлежит U ′′, то все дальнейшее существенно упроща-

ется. Пусть x1 не принадлежит U ′′. Тогда идея состоит во временной

замене этой точки очень близкой точкой x2 из U ′′. Зафиксируем

малое число ǫ>0.

Поскольку x0 –– точка плотности для U ′′, при достаточно малом r
в пересечении Or(x0)∩Oǫr(x1) найдется точка x2∈U ′′. Тогда

|x1− x2| < ǫ|x1− x0|. (..)

Нам надо показать, что

ϕ(x1)−ϕ(x0) =

= (x1
1− x0

1)∂1ϕ(x0)+ (x1
2− x0

2)∂2ϕ(x0)+α(x1)|x1− x0|, (..)

где α(x1)→0 при r→0. Запишем левую часть в виде

ϕ(x1)−ϕ(x0) = [ϕ(x1)−ϕ(x2)]+ [ϕ(x2)−ϕ(x0)]. (..)

Здесь первая разность справа оценивается при помощи условия

(..) и неравенства (..):

|ϕ(x1)−ϕ(x2)| ¶ C|x1− x2| < Cǫ|x1− x0|. (..)

Вторую разность справа в (..) перепишем так:

ϕ(x2)−ϕ(x0) = [ϕ(x2
1 , x2

2)−ϕ(x0
1, x2

2)]+ [ϕ(x0
1, x2

2)−ϕ(x0
1, x0

2)].

(..)

Здесь разность в первых квадратных скобках справа перепишем

в виде

(x2
1− x0

1)
ϕ(x2

1
, x2

2
)−ϕ(x0

1
, x2

2
)

x2
1− x0

1

= (x2
1− x0

1)[∂1ϕ(x2)+β1] =

= (x2
1− x0

1)[∂1ϕ(x0)+β1+β2]. (..)

При r→ 0 величина β1 равномерно стремится к нулю в силу рав-

номерной сходимости разностных отношений к частным производ-

ным. Величина β2 равномерно стремится к нулю в силу равномер-

ной непрерывности частных производных на T . Имеется в виду

равномерность не только по выбору точки x2, которую приходится

менять при x1→ x0, но и по выбору точки x0.
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Вторую разность в квадратных скобках в формуле (..) пере-

писываем и преобразуем немного проще:

(x2
2− x0

2)
ϕ(x0

1
, x2

2
)−ϕ(x0

1
, x0

2
)

x2
2− x0

2

= (x2
2− x0

2)[∂2ϕ(x0)+β3]. (..)

Здесь тоже β3→ 0 при r→ 0 равномерно по выбору точек x2 и x0.

При достаточно малом r все β j по модулю меньше ǫ.

Теперь мы имеем

ϕ(x1)−ϕ(x0) = (x2
1− x0

1)∂1ϕ(x0)+ (x2
2− x0

2)∂2ϕ(x0)+γ1, (..)

где при достаточно малом r= |x1− x0|
|γ1| ¶ |x1− x0|C1ǫ. (..)

Последний шаг состоит в замене линейных множителей:

ϕ(x1)−ϕ(x0) = (x1
1− x0

1)∂1ϕ(x0)+ (x1
2− x0

2)∂2ϕ(x0)+γ2, (..)

где

|γ2| ¶ |x1− x0|C2ǫ,

т. е. в (..)

|α(x1)| ¶ C3ǫ, (..)

где постоянная не зависит от x1.

Этим ввиду произвольности ǫ дифференцируемость нашей функ-

ции в точке x0 доказана. Отметим, что получена равномерная оцен-

ка для α в (..) по выбору точки x0, т. е. равномерная оценка от-

ношения разности между приращением функции и ее дифференци-

алом к расстоянию |x1− x0|.
. Далее можно провести индукцию по размерности n. Мы ее

только наметим. Пусть n−1¾3 и для n−2 вместо n−1 утвержде-

ние доказано c нужной равномерной оценкой.

Точки x шара U теперь записываем в виде (x1, X2), где X2 =

= (x2, …, xn−1). Во всех точках подмножества U ′′⊂U (совершенного

и меры, сколь угодно близкой к мере множества U) наша функция

дифференцируема по X2 и имеет частную производную по x1, при

этом все частные производные непрерывны и равномерно огра-

ничены на U ′′ и оценка отношения разности между приращением

функции при изменении X2 и ее дифференциалом по X2 к рассто-

янию по X2 равномерно мала. Снова пусть T –– множество точек

плотности для U ′′. Дифференцируемость по совокупности перемен-
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ных доказывается опять в каждой точке x0∈T . Если x1 –– другая точ-

ка на расстоянии r от нее, то при заданном малом ǫ мы при доста-

точно малом r находим точку x2 ∈U ′′ так, что |x1− x2|¶ ǫ|x1− x0|,
при этом

ϕ(x2
1 , X 2

2 )−ϕ(x0
1, X 2

2 ) = (x2
1− x0

1)[∂1ϕ(x0)+β]

и

ϕ(x0
1, X 2

2 )−ϕ(x0
1, X 0

2 ) =
n−1∑

2

(x2
j − x0

j )∂ jϕ(x0)+ eβ |X 2
2 − X 0

2 |,

где выполнены равномерные оценки |β |¶ ǫ, |eβ |¶ ǫ при достаточно

малом r. Далее все проходит, как в двумерном случае, причем опять

получается нужная равномерная оценка.

Из доказанной теоремы следует, что липшицева поверхность

имеет касательную гиперплоскость и нормаль почти в каждой точ-

ке.

Лебегова мера в Rn индуцирует лебегову меру на Γ. Локально,

в тех же локальных координатах, что и в (..), интеграл Лебега

от функции f (x) на Γ по участку S с проекцией O на x′-плоскость

определяется формулой

∫

S

f (x) dS =
∫

O

f (x′,ϕ(x′))
p

1+ |∇ϕ(x′)|2 dx′. (..)

Здесь градиент ∇ϕ(x′) ограничен.

Важное свойство липшицевой поверхности Γ –– равномерное

свойство конуса, внутреннее и внешнее. Для границы Γ ограничен-

ной липшицевой области Ω его можно сформулировать следующим

образом.

Предложение ... Каждая точка x ∈ Γ является вершиной
двух замкнутых круговых конусов Υ+(x) и Υ−(x) конечной высоты,
из которых первый лежит внутри Ω, а второй внутри дополнения
к ¯̄Ω, кроме их вершины; при этом все эти конусы конгруэнтны
фиксированному круговому конусу Υ и непрерывно зависят от x.

Последний конус можно задать так:

Υ = {z = (z′, zn): |z′|/α ¶ zn ¶ h}, (..)

где h и α –– достаточно малые положительные числа.

Будем говорить, что в этом случае мы имеем регулярное семей-
ство конусов {Υ±(x)}, x∈Γ.
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Более того, локально оси этих конусов можно выбирать парал-

лельными.

Справедливо и обратное утверждение: из равномерного усло-

вия конуса следует липшицевость границы. (Кроме того, из внут-

реннего равномерного условия конуса следует внешнее равномер-

ное условие конуса и наоборот.) Доказательство приведено в [,

с. ––]. Поясним, что граничная точка x помещается в центр ма-

лого цилиндра

S = {y = ( y′, yn): |y′− x′| < r, |yn− xn| < h}

и функция yn = ϕ( y′) определяется при |y′ − x′| < r как верхняя

грань таких yn, что ( y′, yn)∈S∩Ω. Проверяется, что она удовлетво-

ряет условию Липшица.

Еще одно важное свойство липшицевой границы –– возможность

аппроксимировать ее бесконечно гладкой поверхностью изнутри

и снаружи. Более точно, справедливо следующее утверждение. Оно

доказано в [] и [].

Предложение ... Пусть Ω+ –– ограниченная липшицева об-
ласть и Ω− дополнение к ее замыканию, Γ –– их общая граница,

{Υ±( y)}, y∈Γ, –– регулярное семейство конусов для Γ.
Тогда существуют последовательность областей Ω+j с бесконеч-

но гладкими границами Γ j и замыканиями, лежащими внутри Ω+,
и липшицевы диффеоморфизмы Λ j : Γ→Γ j , со следующими свойст-
вами.

. Λ j ( y) равномерно стремится к y ∈ Γ при j→∞, оставаясь
в конусе Υ+( y).

. Якобианы отображений Λ j стремятся к 1 поточечно почти
всюду и в любом Lp(Γ), 1¶ p<∞.

. Единичные векторы ν(Λ j( y)) внешних нормалей к Γ j сходятся
к единичному вектору ν( y) внешней нормали к Γ для почти всех
y ∈Γ и в любом Lp(Γ), 1¶ p<∞.

. Существует бесконечно гладкое векторное поле h(x) в Rn, та-
кое, что на Γ j скалярное произведение (h(Λ j( y)), ν(Λ j( y)) не меньше
некоторой положительной постоянной, зависящей только от лип-
шицевой постоянной для Γ.

Существует также аналогичное семейство областей Ω−j с замы-
каниями, лежащими внутри Ω−.

Часто пишут Ω+j ↑Ω и Ω−j ↓Ω.
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Доказательство сводится к локальному рассмотрению грани-

цы Γ в локальных координатах. Соответствующая функция ϕ (см.

(..)) сглаживается –– заменяется ее сверткой c функцией из дель-

таобразного семейства финитных бесконечно гладких функций,

и график этой свертки сдвигается в нужную сторону. Мы не будем

проводить доказательство подробно, но в п. . читатель найдет

наиболее важные детали в случае p=2.

Пространство C t(¯̄Ω), где Ω –– ограниченная липшицева область

и t>0, удобно определить как состоящее из сужений на ¯̄Ω функций

из C t
b(Rn) c обычной inf-нормой.

Нам понадобятся еще специальные липшицевы области. Так на-

зывается неограниченная область над графиком или под графиком

функции xn = ϕ(x′), заданной на Rn−1 и удовлетворяющей равно-

мерному условию Липшица (т. е. условию Липшица с фиксирован-

ной постоянной).

.. Пространства Hs в липшицевых областях и на липши-

цевых поверхностях. Пусть Ω –– ограниченная липшицева область

с липшицевой границей Γ.

Определения пространств H s(Ω), данные в § , сохраняются при

любом s. То же верно в отношении пространств eH s(Ω) и H̊ s(Ω). Но

пространства H s(Γ) инвариантно определяются (при помощи раз-

биения единицы и норм в H s(Rn−1)), в общем случае только при

|s|¶1 из-за того, что липшицева поверхность локально есть график

липшицевой функции.

Теорема о следе справедлива в следующей формулировке.

Теорема ... Оператор перехода к следу на границе Γ ограни-
ченной липшицевой области Ω действует ограниченным образом из
H s(Ω) в H s−1/2(Γ) при 1/2< s<3/2.

Как мы сейчас увидим, при 1/2< s¶1 это утверждение получа-

ется почти так же, как в случае гладкой границы. Для 1< s< 3/2

результат принадлежит Костабелю [].

Доказательство теоремы ... Достаточно рассмотреть специ-

альную липшицеву область под графиком функции xn=ϕ(x′), удо-

влетворяющей равномерному условию Липшица. В этом случае x′ ––
локальные координаты на Γ. Будем считать, что функция u(x) про-

должена до функции из H s(Rn). (Оператор продолжения строится
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в следующем параграфе.) Там плотны функции из C∞
0 (Rn). Поэтому

пусть u∈C∞
0 (Rn).

Положим

u1(x) = u(x′,ϕ(x′)+ xn). (..)

Тогда граничное значение γ+u –– это u1(x′, 0), и

‖γ+u‖H s−1/2(Γ) = ‖u1(x′, 0)‖H s−1/2(Rn−1 ). (..)

Зàäà÷à. Проверьте, что

‖u1(x)‖H s(Rn ) ¶ C1‖u(x)‖H s(Rn ) при 0 < s ¶ 1. (..)

В силу общей теоремы .. о следе

‖u1(x′, 0)‖H s−1/2(Rn−1) ¶ C2‖u1(x)‖H s(Rn ) при 1/2 < s ¶ 1,

поэтому при 1/2< s¶ 1 нет проблем. Будем теперь предполагать,

что 1< s<3/2.

Следуя Костабелю, введем анизотропное пространство E s
=E s(Rn)

с нормой, определяемой равенством

‖u‖2E s =

∫
as(ξ)|Fu(ξ)|2 dξ, (..)

где

as(ξ) = |ξn|2s−2(1+ |ξ|2). (..)

Утверждается, что

‖u1‖E s ¶ C2‖u‖H s(Rn ) и ‖u1(x′, 0)‖H s−1/2(Rn−1 ) ¶ C3‖u1‖E s . (..)

Отсюда следует нужный результат. Первое из неравенств (..) оче-

видно; проверим второе. Заметим, что
∫

a−1
s (ξ) dξn = Cs(1+ |ξ′|2)−(s−1/2), где Cs =

∫ dt
t2s−2(1+ t2)

(..)

–– сходящийся интеграл при 1< s<3/2. Имеем

‖u1(x′, 0)‖2
H s−1/2(Rn−1 )

=

∫

Rn−1

(1+ |ξ′|2)s−1/2
���
∫

(Fu1)(ξ′, ξn) dξn

���
2

dξ′.

Применяя неравенство Шварца, получаем, что правая часть не пре-

восходит

∫

Rn−1

(1+ |ξ′|2)s−1/2
� ∞∫

−∞

a−1
s (ξ) dξn

�� ∞∫

−∞

as(ξ)|(Fu1)(ξ)|2 dξn

�
dξ′,

а это выражение равно Cs‖u1‖2E s . Мы получили второе неравенство

в (..), что и требовалось.
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При s= 3/2 такая теорема уже теряет силу, см. пример в [].

Из-за этого ограничения пространства H s(Ω) с большими |s| при

рассмотрении граничных задач уже не очень удобны.

Построение правого обратного оператора из H s−1/2(Γ) в H s(Ω)

к оператору перехода к следу для s∈ (1/2, 1] не вызывает проблем.

Для s∈ (1, 3/2) его можно найти в книге [].

Пространства H s(Ω) и eH−s(Ω) остаются дуальными относитель-

но продолжения скалярного произведения в L2(Ω) на их прямое

произведение. Пространства H s(Ω) и eH s(Ω) можно отождествить

при |s| < 1/2, нормы эквивалентны. Пространства eH s(Ω) и H̊ s(Ω)

отождествляются, в частности, при 0< s< 3/2, s 6= 1/2 (ср. с []),

нормы эквивалентны.

Заметим, что при s> 1/2 мы можем организовать строгое вло-

жение
eH−s(Ω) ⊃ H−s(Ω), (..)

как в (..), договорившись, например, что функционалы справа

продолжаются нулем на ортогональное дополнение к eH s(Ω) в H s(Ω).

Левое пространство, кроме правого, содержит еще функционалы

над H s(Ω), сосредоточенные на границе. При s∈ (1/2, 3/2) они име-

ют вид

(h, v+)Γ, (..)

где h∈H−s+1/2(Γ). Это видно из (..). Ср. с [].

В отношении мультипликаторов остаются в силе теорема ..

и замечание после нее.

Теорема о вложении пространства H s(Γ) в пространство C(Γ)

непрерывных функций при s > 1/2 верна на границе двумерной

липшицевой области.

Пространства H s(Γ) и H−s(Γ), |s|¶1, дуальны относительно про-

должения скалярного произведения в L2(Γ) на их прямое произве-

дение.

Пусть липшицева поверхность Γ разделена на две липшицевы

области Γ1 и Γ2 их общей тоже липшицевой границей ∂Γ j (раз-

мерности n− 2); точнее, Γ=Γ1 ∪ ∂Γ j ∪Γ2. Тогда можно рассматри-

вать пространства H s(Γ1), eH s(Γ1), H̊ s(Γ1) и такие же пространства

в Γ2 при |s|¶ 1. Пространство eH s(Γ1) является подпространством

в H s(Γ). Имеется оператор продолжения функций из Γ1 на Γ, дей-

ствующий ограниченным образом из H s(Γ1) в H s(Γ) при |s|¶1.
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Пространства H s(Γ1) и eH−s(Γ1) являются дуальными относи-

тельно продолжения скалярного произведения в L2(Γ1) на их пря-

мое произведение. Пространства H s(Γ1) и eH s(Γ1) можно отожде-

ствить при |s|<1/2. Пространства eH s(Γ1) и H̊ s(Γ1) отождествляются

при 0< s¶1, s 6=1/2.

.. Интегрирование по частям. Этот вопрос удобно рассмот-

реть в отдельном пункте. Основная цель состоит в выводе предложе-

ния ... Сначала мы должны проверить несколько утверждений,

в которых полезно иметь уверенность при рассмотрении липшице-

вых функций.

. Пусть ϕ(x) –– липшицева функция в ограниченной области

G ⊂ Rn. Тогда она липшицева по каждому переменному x j при

фиксированных остальных, поэтому абсолютно непрерывна по x j

и имеет производную по x j почти всюду. При этом справедлива

формула Ньютона––Лейбница (см., например, [, гл. , § ]). На-

пример, если для простоты обозначений j=n, то

ϕ(x′, b)−ϕ(x′, a) =

b∫

a

∂nϕ(x′, t) dt.

Поэтому если функция ϕ(x) финитна (равна 0 вблизи границы ∂G),

то ∫

G

∂ jϕ(x) dx = 0 (..)

при всех j.

. Обозначим через ∆nϕ(x) приращение функции ϕ(x) (пока

любой) по переменному xn:

∆nϕ(x) = ϕ(x′, xn+h)−ϕ(x′, xn).

Здесь h фиксировано и не указано в обозначении. Пусть ϕ1 и ϕ2 ––

две функции. Тогда

∆n[ϕ1(x)ϕ2(x)] = ∆nϕ1(x) ·ϕ2(x′, xn+h)+ϕ1(x)∆nϕ2(x).

Пусть теперь ϕ1 и ϕ2 –– липшицевы функции. Их произведение, ко-

нечно, тоже липшицева функция. Переходя в последнем равенстве,
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поделенном на h, к пределу, получаем равенство

∂n[ϕ1(x)ϕ2(x)] = ∂nϕ1(x) ·ϕ2(x)+ϕ1(x)∂nϕ2(x) (..)

на множестве полной меры. Aналогичное равенство верно, конеч-

но, для ∂ j при любом j.

Предложение ... Пусть одна из двух липшицевых функций
ϕ1, ϕ2 финитна. Тогда справедлива формула интегрирования по ча-
стям
∫

G

∂ jϕ1(x) ·ϕ2(x) dx = −
∫

G

ϕ1(x)∂ jϕ2(x) dx. (..)

Действительно, интегрируя (..) и используя равенство (..),

получаем (..).

. Считая липшицеву функцию ϕ(x) для простоты финитной,

рассмотрим ее свертку со сглаживающей функцией ωh(x) из п. .

при достаточно малом h:

(ϕ ∗ωh)(x) =
∫

G

ϕ( y)ωh(x− y) dy. (..)

Предложение ... . Свертка (..) бесконечно дифференци-
руема и равномерно сходится к функции ϕ при h→0.

. Справедливо равенство

∂ j(ϕ ∗ωh) = (∂ jϕ)∗ωh, (..)

и эта производная сходится к ∂ jϕ в L2(Ω) при h→0.
. По некоторой стремящейся к 0 последовательности значений

hk имеет место сходимость производной (..) к ∂ jϕ почти всюду.

Доказательство. Свертку (..) можно любое число раз диф-

ференцировать под знаком интеграла, ее бесконечная дифференци-

руемость не вызывает сомнений.

Так как
∫

G

ωh( y)dy=1, то

(ϕ ∗ωh)(x)−ϕ(x)=
∫

G

[ϕ( y)−ϕ(x)]ωh(x− y) dy.

Здесь функция ωh(x− y) отлична от нуля только при малых |x− y|,
и равномерная сходимость левой части к нулю следует из равномер-

ной непрерывности функции ϕ.
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Далее,

∂ j(ϕ ∗ωh)(x) = −
∫

G

ϕ( y)∂ jωh(x− y) dy

(справа производная по y), так что в силу (..) получается формула

∂ j(ϕ ∗ωh)(x) =
∫

G

[∂ jϕ( y)]ωh(x− y) dy,

т. e. формула (..).

Ограниченная функция ∂ jϕ принадлежит L2(G), поэтому, как

и в п. ., получаем, что эта свертка сходится к ∂ jϕ в L2(G).

Из этой сходимости следует сходимость по мере: мера множе-

ства, на котором модуль разности ∂ j(ϕ ∗ωh)(x)− ∂ jϕ(x) больше

любого фиксированного положительного числа, стремится к нулю.

Известно, что сходящаяся по мере к нулю последовательность функ-

ций содержит подпоследовательность, сходящуюся к нулю почти

всюду (см., например, [, гл. V, § ]). Отсюда следует последнее

утверждение предложения.

Соотношение вида (..) в других ситуациях хорошо известно,

см., например, []. Утверждение  ниже останется «безработным»,

но в близком контексте оно упоминалось в предложении ...

Сдвигая графики сверток вниз, можно предположить, что они

аппроксимируют график функции ϕ снизу.

. Пусть Ω –– ограниченная область с липшицевой границей Γ

и ν –– единичная внешняя нормаль к границе (существующая почти

всюду).

Предложение ... Пусть u, v∈H1(Ω). Тогда

(∂ ju, v)Ω+ (u, ∂ j v)Ω = (ν j u
+, v+)Γ. (..)

Доказательство мы проведем частично. Достаточно получить

эту формулу для гладких функций u, v с носителями, примыкающи-

ми к малому участку границы. Но мы ограничимся рассмотрением

следующей ситуации. Пусть этот участок лежит над малым шаром

U в координатной гиперплоскости xn=0 и является графиком поло-

жительной липшицевой функции xn=ϕ(x′), а носители функций u,

v тоже лежат над этим шаром под графиком, и пусть j=1, …, n−1.

Аппроксимируем функцию ϕ снизу бесконечно гладкими функ-

циями, как описано выше, тоже определенными в U . Обозначим

их через ϕm. Если θm(x) –– характеристическая функция части обла-
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сти Ω над тем же шаром под графиком Γ функции ϕm, то мы имеем

(θm∂ ju, v)Ω+ (θmu, ∂ jv)Ω = (νm, j u
+, v+)Γ, (..)

где νm –– внешняя нормаль в точках этого графика. Очевидно, что

при m→∞ левая часть в (..) сходится к левой части в (..).

Остается проверить, что то же верно для правой части. Подробно

она переписывается в виде

∫

U

[∂ jϕm(x′)]u(x′,ϕm(x′))v(x′, ϕm(x′)) dx′

после сокращения на квадратный корень из 1+
n−1∑
k=1

(∂kϕm)2, который

сначала пишется под ∂ jϕm(x′) и перед dx′. Так как ϕm→ϕ равно-

мерно, а ∂ jϕm→ ∂ jϕ в L2(U), то нужный результат легко получа-

ется.

Более полное доказательство формулы (..) для функций из

более общих соболевских Lp-пространств W 1
p (см. § ) можно найти

в книге [].

§ . Дискретные нормы, дискретное представление
функций и универсальный оператор продолжения

В этом параграфе преследуются три цели. Во-первых, это по-

строение «дискретных представлений» функций из H s(Rn) и соот-

ветствующих «дискретных норм», существенно более общих, чем

в п. .. Во-вторых, построение аналогичных представлений и норм

в специальных липшицевых областях Ω. В-третьих, построение на

этой основе универсального ограниченного оператора продолже-

ния функций из H s(Ω) до функций из H s(Rn), который действует

при всех s. Именно для последней цели обобщаются построения

п. .. Универсальный оператор продолжения удобен, в частности,

при использовании теорем теории интерполяции.

Прежние нормы удобнее при исследовании уравнений в част-

ных производных. Это видно из обширной литературы. Но с ними

решаются не все проблемы теории пространств H s. В частности,

у нас пока нет единого оператора продолжения, который действо-

вал бы и при отрицательных s, и нет при отрицательных s нормы

в H s(Ω), определяемой явным образом по функциям или обобщен-
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ным функциям в этой области, подобно (..) и (..). Они будут

определены в этом параграфе.

Весь параграф –– это упрощенный вариант работы [], в кото-

рой рассматриваются намного более общие пространства. Но его

чтение вряд ли покажется легким.

.. Дискретные нормы в Hs(Rn
x). Начнем с существенного

обобщения построения разбиения единицы, проведенного в п. ..

Это обобщение вскоре понадобится.

Пусть функция ψ0(ξ) принадлежит пространству Шварца S(Rn
ξ

)

и положительна в точке ξ=0, причем

|ψ0(ξ)−ψ0(0)| ¶ CN |ξ|N (|ξ| ¶ 1) (..)

c некоторым целым N¾1 и постоянной CN , не зависящей от ξ. Это

условие эквивалентно тому, что производные от ψ0 в точке 0 нену-

левого порядка, меньшего N , равны нулю. При N=1 здесь, конечно,

ничего дополнительно не предполагается. Но в конечном счете нам

понадобится N=∞.

Положим

ψ(ξ) = ψ0(ξ)−ψ0(2ξ) (..)

и

ψ j (ξ) = ψ(ξ/2 j ) ( j = 1, 2, …), (..)

так что

ψ j (ξ) = ψ0(ξ/2 j)−ψ0(ξ/2 j−1) ( j = 1, 2, …). (..)

Обратные преобразования Фурье от функций ψ0(ξ), ψ(ξ) и

ψ j (ξ) обозначим соответственно через ϕ0(x), ϕ(x) и ϕ j(x). Условия

ψ0(0) 6=0 и (..) равносильны тому, что для моментов функции ϕ0

мы имеем∫
ϕ0(x) dx 6= 0 и

∫
xαϕ0(x) dx = 0 при 0 < |α| < N (..)

(если N>1).

С учетом того, что функция ψ0(ξ) принадлежит S(Rn) и удовле-

творяет условию (..), справедливы неравенства

|ψ(ξ)| ¶ CN ,M |ξ|N (1+ |ξ|)−M (..)

со сколь угодно большим M и постоянной, не зависящей от ξ. Здесь

|ξ|N можно заменять единицей при |ξ|¾1. Отсюда видно, в частно-

сти, что при j¾1 (и M=0)

22 js|ψ j (ξ)|2 ¶ C2
N ,0|ξ|

2N 22 j(s−N). (..)
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Заметим, что
m∑
0

ψ j (ξ) = ψ0(ξ/2m)→ ψ0(0) (m→ ∞), (..)

поэтому
∞∑
0

ψ j (ξ) = ψ0(0) (..)

в каждой точке ξ, причем сходимость равномерна в любой ограни-
ченной области.

Норма функции u(x) в H s(Rn) при любом s∈R определена у нас

формулой

‖u(x)‖H s(Rn) = ‖(1+ |ξ|2)s/2(Fu)(ξ)‖L2(Rn ), (..)

где F –– преобразование Фурье. Определим новую норму в H s(Rn)

формулой

‖u(x)‖H s(Rn ),ϕ0
=

� ∞∑
0

22 js‖ψ j (ξ)(Fu)(ξ)‖2L2(Rn )

�1/2
. (..)

Эту норму можно переписать в виде

‖u‖H s(Rn),ϕ0
=

� ∞∑
0

22 js‖(ϕ j ∗u)(x)‖2L2(Rn)

�1/2
. (..)

Теорема ... При любой функции ϕ0 ∈ S, удовлетворяющей
условиям (..), и любом s<N формула (..) определяет норму
в H s(Rn), эквивалентную обычной норме (..).

Это обобщение предложения ... Доказательство сводится

к проверке следующего утверждения.

Предложение ... При заданном s < N справедлива двусто-
ронняя оценка

C1 ¶
∞∑
0

22 js|ψ j(ξ)|2

(1+ |ξ|2)s ¶ C2 (..)

c положительными постоянными C1, C2, не зависящими от ξ.

Поясним, что в силу (..) ряд в (..) сходится в любой

точке ξ; более того, он сходится равномерно при ограниченных ξ.

Доказательство предложения ... Числа s и N фиксируем.

Обозначим сумму ряда в (..) через Σ(ξ). Выведем для нее рав-

номерную оценку сверху.
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Пусть сначала s положительно. Рассмотрим ξ с 2k ¶ |ξ|¶ 2k+1

при некотором целом неотрицательном k. Сумма членов ряда с но-

мерами j¾ k не превосходит
∞∑

j=k

22( j−k)(s−N)

с точностью до постоянного множителя, т. е. суммы бесконечной

геометрической прогрессии со знаменателем 22(s−N), умноженной

на постоянную.

Оценим сумму остальных членов, кроме нулевого. C учетом рав-

номерной ограниченности всех |ψ j (ξ)| получаем, что эта сумма не

превосходит
k−1∑
j=1

22( j−k)s

c точностью до постоянного множителя и, значит, не превосходит

суммы бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем

2−2s, умноженной на постоянную.

Разумеется, и нулевой член ряда равномерно ограничен. В итоге

функция Σ(ξ) ограничена сверху положительной постоянной рав-

номерно по ξ при |ξ|¾1. При |ξ|¶1 такой же результат получается

при помощи неравенства (..).

Пусть теперь s<0. Тогда надо оценивать
∑

2−2 j|s||ψ j (ξ)|2(1+ |ξ|2)|s|.

Пусть снова 2k¶ |ξ|¶2k+1. В сумме по j¾ k опять оцениваем |ψ j (ξ)|
постоянной и получаем, что эта сумма не превосходит

∑
j¾k

22(k− j)|s|

с точностью до постоянного множителя и, значит, суммы геометри-

ческой прогрессии со знаменателем 2−2|s|. Сумма остальных членов,

кроме нулевого, с точностью до постоянного множителя не превос-

ходит (в силу оценки для ψ j (ξ), вытекающей из (..))
∑
j<k

22(k− j)|s|22( j−k)M .

Выбираем M> |s|. Получаем, что последняя сумма оценивается сум-

мой геометрической прогрессии
∞∑
0

2−2l(M−|s|).



§ . Дискретное представление функций и оператор продолжения 

Нулевой член тоже равномерно ограничен. При |ξ|¶ 1 снова нет

проблем: см. неравенство (..).

Наконец, если s= 0, то при j ¾ k действуем как в случае поло-

жительного s, а при j< k –– как в случае отрицательного s: в первом

случае пользуемся тем, что N>0, во втором берем M>0.

Теперь оценим сумму Σ(ξ) снизу. Ввиду (..) она положитель-

на в каждой точке ξ, а с учетом равномерной сходимости ограни-

чена снизу положительной постоянной в любой ограниченной обла-

сти. Найдем такое r>0, что при |ξ|¾ r мы имеем |ψ0(ξ)|¶ψ0(0)/2.

Сумму остальных членов в Σ(ξ) (т. е. всех, кроме нулевого) обо-

значим через Σ1(ξ). При r ¶ |ξ|¶ 2r она равномерно ограничена

снизу. Пусть s ¾ 0. Тогда Σ1(2ξ) ¾ Σ1(ξ). Это видно из того, что

ψ j+1(2ξ)=ψ j(ξ) и

22( j+1)s|ψ j+1(2ξ)|2

(1+ |2ξ|2)s ¾
22 js|ψ j(ξ)|2

(1+ |ξ|2)s .

Отсюда следует, что при 2r ¶ |ξ|¶ 4r, 4r ¶ |ξ|¶ 8r и т. д. функция

Σ1(ξ) ограничена снизу той же постоянной, что и при r¶ |ξ|¶2r.

Теперь пусть s<0. Тогда переписываем Σ1(ξ) в виде

(1+ |ξ|2)|s|

|ξ|2|s| Σ2(ξ), где Σ2(ξ) =
∞∑
1

� |ξ|
2 j

�2|s|���ψ
�
ξ

2 j

����
2

.

Здесь ограниченность Σ2(ξ) снизу проверяется как в предыдущем

случае, а дробь перед этой суммой очевидным образом ограничена

снизу.

.. Дискретное представление функций в Rn. Будем теперь

считать, что ψ0(0)= 1, так что ряд (..) сходится к 1 в каждой
точке, равномерно в любой ограниченной области. Для функции

ϕ0(x) мы теперь имеем

∫
ϕ0(x) dx = 1,
∫

xαϕ0(x) dx = 0 при 0 < |α| < N (..)

(если N>1).

Теорема ... В S
′(Rn)

∞∑
j=0

ϕ j (x) = δ(x). (..)
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Поэтому для u∈S′(Rn)

u =
∞∑
0

ϕ j ∗u (..)

в смысле сходимости в этом пространстве.
При любом s<N для любого элемента u∈H s(Rn) справедлива та

же формула (..) в смысле сходимости в этом пространстве.

Доказательство. Проверим сначала последнее утверждение.

Пусть v(ξ)= (Fu)(ξ). Рассмотрим разность левой части в (..)

и частной суммы порядка m в правой части. Квадрат нормы этой

разности в H s(Rn) равен
∫

(1+ |ξ|2)s|v(ξ)|2 · |1−ψ0(ξ/2m)|2 dξ. (..)

Этот интеграл разобьем в сумму интегралов по шару большого ра-

диуса R с центром в начале координат и по дополнению к этому ша-

ру. Второй интеграл равномерно по m мал при больших R, так как

последний множитель под знаком интеграла в (..) равномерно

ограничен. Первый интеграл, если зафиксировать R, стремится к 0

при m→∞, так как тот же множитель равномерно стремится к ну-

лю. Этим второе утверждение теоремы доказано.

Чтобы доказать формулу (..), проверим равенство

∞∑
j=0

ψ j (ξ) = 1 (..)

в S
′(Rn

ξ
). Для этого подействуем обеими частями последнего ра-

венства на основную функцию χ(ξ)∈S(Rn
ξ

). Достаточно убедиться

в том, что ∫
|χ(ξ)||ψ0(ξ/2m)−1|dξ→ 0

при m→∞. Это проверяется так же, как в первой части доказа-

тельства, разбиением интеграла на два –– по шару большого радиуса

и по его дополнению.

.. Дискретное представление функций и нормы в спе-

циальной липшицевой области. Специальной липшицевой обла-
стью сейчас будем называть неограниченную область над графи-

ком функции xn = ϕ(x′), заданной на Rn−1 и удовлетворяющей

равномерному условию Липшица. Пусть Ω –– такая область. Пусть

K –– выпуклый конус с вершиной в начале и вертикальной осью,
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такой, что x + K ⊂ Ω для любого x ∈ Ω. Всюду дальше мы будем
предполагать, что функция ϕ0(x) принадлежит S и ее носитель
лежит в конусе −K={x :−x∈K}. Тогда это верно и для всех ϕ j (x).

Будем также предполагать, что выполнены условия (..) при

некотором натуральном N .

Для нас теперь неудобны функции ϕ j (x) с финитными преобра-

зованиями Фурье ψ j (x), о которых мы говорили в п. .. В п. .

мы специально обсудим совместимость нового предположения о ϕ0

c условиями (..).

Заметим, что при этом предположении, если u(x) –– сужение на

Ω непрерывной функции на Rn (не более чем) умеренного роста, то

свертка

(ϕ j ∗u)(x) =
∫

Ω

ϕ j(x− y)u( y) dy

определена при x ∈Ω, так как если в этом случае x− y= z∈−K, то

y= x− z∈Ω.

Напомним, что все пространства H s(Rn) содержатся в про-

странстве S
′(Rn). Элементы v последнего являются производными

∂αw(x) в смысле обобщенных функций от непрерывных функций на

Rn умеренного роста (см., например, [, § ]). Если ϕ(x) –– функция

из S(Rn), то свертку ϕ ∗ v можно записать в виде

(ϕ ∗ v)(x) =
∫

∂αϕ(x− y)w( y) dy,

перебросив производные на ϕ. Очевидно, что она является глад-

кой функцией умеренного роста, у которой все производные –– тоже

функции умеренного роста.

Обозначим через S(Ω) линеал в S(Rn), состоящий из функций

с носителями в Ω, и через S
′(Ω) пространство сужений на S(Ω)

обобщенных функций из S
′(Rn). Будем такое сужение обобщенной

функции из S
′(Rn) называть ее сужением на Ω.

Если v ∈S′(Rn) имеет указанный выше вид ∂αw(x), то, рассмат-

ривая такое сужение, можно w(x) заменить нулем вне Ω.

Пусть теперь ϕ = ϕ j . Тогда сужение ϕ j ∗ v|Ω свертки ϕ j ∗ v на

Ω полностью определяется сужением v|Ω. Действительно, если Ω′ ––
дополнение к Ω, то∫

Ω′
∂αϕ j (x− y)w( y) dy = 0 в Ω,

так как носитель этой свертки содержится в арифметической сумме

множеств Ω′ и −K и, значит, лежит в Ω′.
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В силу сказанного для v ∈S′(Ω) однозначно определена свертка

ϕ j ∗ v в Ω, не зависящая от продолжения v до обобщенной функции

из S
′(Rn). Она является гладкой в Ω вплоть до границы функцией

умеренного роста на бесконечности, как и все ее производные.

Пространство H s(Ω) определяется как состоящее из сужений на

Ω (в смысле обобщенных функций) элементов из H s(Rn) с inf-нор-

мой; в частности, можно определять эту норму формулой

‖u‖H s(Ω),ϕ0
= inf ‖v‖H s(Rn),ϕ0

, (..)

где нижняя грань берется по всем v ∈H s(Rn) с v|Ω=u.

Теорема ... . Для обобщенных функций u из S
′(Ω) справед-

лива формула

u =
∞∑

j=0

ϕ j ∗u. (..)

. При s<N справедливо неравенство

‖u‖′H s(Ω),ϕ0
¶ Cs‖u‖H s(Ω), (..)

где

‖u‖′H s(Ω),ϕ0
=

�
∞∑

j=0

22 js‖ϕ j ∗u‖2L2(Ω)

�1/2
. (..)

Доказательство. Первое утверждение следует из (..).

Проверим второе утверждение. Пусть u = v|Ω, где v ∈ H s(Rn).

Тогда

ϕ j ∗u = (ϕ j ∗ v)|Ω,

поэтому

‖ϕ j ∗u‖L2(Ω) ¶ ‖ϕ j ∗ v‖L2(Rn)

и

‖u‖′H s(Ω),ϕ0
¶ ‖v‖H s(Rn),ϕ0

.

Переходя справа к нижней грани по продолжениям v, получаем

с учетом теоремы .. неравенство (..).

В следующем пункте будет показано, что ‖u‖′H s(Ω),ϕ0
–– норма

в H s(Ω), эквивалентная обычной.



§ . Дискретное представление функций и оператор продолжения 

Если w –– функция на Ω, то через (w)Ω обозначим ее продолже-

ние на Rn нулем вне Ω.

Для построения оператора продолжения понадобятся представ-

ления функций и обобщенных функций в Ω в немного более слож-

ном, чем (..), виде

u =
∞∑

j=0

Φ j ∗ϕ j ∗u (u ∈ S
′(Ω)) (..)

с Φ j ∗ϕ j вместо ϕ j . Забегая вперед, отметим, что оператор продол-

жения функций из Ω в Rn будет построен в виде

Eu =
∞∑

j=0

Φ j ∗ (ϕ j ∗u)Ω. (..)

Здесь в образах Фурье (Ψ j= FΦ j )

Ψ j(ξ) = Ψ(ξ/2 j) ( j = 1, 2, …) (..)

с некоторой функцией Ψ(ξ) ∈ S(Rn), но вместо равенства Ψ(ξ)=

=Ψ0(ξ)−Ψ0(2ξ) мы ниже будем иметь (..).

В [] предложена следующая конструкция. Положим, исполь-

зуя функцию ψ0(ξ) из п. . c ψ0(0)=1,

g0(ξ) = ψ2
0(ξ), g(ξ) = g0(ξ)− g0(2ξ),

g j(ξ) = g(ξ/2 j) ( j = 1, 2, …).
(..)

Тогда

1 =
∞∑
0

g j(ξ). (..)

Поэтому, действуя несколько формально, получаем

1 =

� ∞∑
j=0

g j(ξ)

�� ∞∑
k=0

gk(ξ)

�
=

= g0(ξ)
h

g0(ξ)+2
∞∑

k=1

gk(ξ)
i
+

∞∑
j=1

g j(ξ)
h

g j(ξ)+2
∞∑

k= j+1

gk(ξ)
i
=

= g0(ξ)[2− g0(ξ)]+
∞∑

j=1

g j(ξ)[g j(ξ)+2(1− g0(ξ/2 j))]=

= ψ0(ξ)[ψ0(ξ)(2− g0(ξ))]+

+

∞∑
j=1

[ψ2
0(ξ/2 j)−ψ2

0(ξ/2 j−1)][g j(ξ)+2(1− g0(ξ/2 j))]. (..)
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Положим

Ψ0(ξ) = ψ0(ξ)[2− g0(ξ)], (..)

Ψ(ξ) = [ψ0(ξ)+ψ0(2ξ)][2− g0(ξ)− g0(2ξ)], (..)

Ψ j (ξ) = Ψ(ξ/2 j) ( j = 1, 2, …). (..)

Теперь равенство левой и правой частей в (..) можно перепи-

сать в виде (см. (..))

1 =
∞∑

j=0

Ψ j (ξ)ψ j(ξ). (..)

Немного ниже мы проверим это соотношение более аккуратно.

В следующем предложении по функции ϕ0(x) определяются ее

преобразование Фурьеψ0(ξ) и g0(ξ)=ψ2
0(ξ), затем функции Ψ0(ξ),

Ψ(ξ) и Ψ j (ξ) формулами (..)––(..) и их обратные преобра-

зования Фурье Φ0(x), Φ(x) и Φ j(x).

Предложение ... Пусть ϕ0(x) –– функция из S, ее носитель
лежит в конусе −K и она удовлетворяет условиям (..) с некото-
рым неотрицательным N. Тогда:

. Функции Φ0(x) и Φ(x) тоже принадлежат S, их носители
лежат в −K, а функции Ψ0(ξ) и Ψ(ξ) удовлетворяют условиям

|Ψ0(ξ)−1| ¶ C ′N |ξ|N , |Ψ(ξ)| ¶ C ′N |ξ|N (..)

с не зависящими от ξ постоянными.
. Справедливо соотношение (..).

Во втором неравенстве можно C ′N заменить на C ′N ,M (1+ |ξ|)−M .

Доказательство. . Утверждение о принадлежности функций

Φ0(x) и Φ(x) к S очевидно, так как произведение функций из S

принадлежит S. Утверждение о носителях следует из того, что,

как мы уже упоминали, носитель свертки двух функций лежит

в арифметической сумме носителей этих функций, а она в нашем

случае лежит в −K, и это соображение можно применять повторно.

Оценки (..) получаются так. Мы имеем

1− g0(ξ) = [1−ψ0(ξ)][1+ψ0(ξ)] = O(|ξ|N )

при ξ→0, поэтому

Ψ0(ξ)−1 = [ψ0(ξ)−1]+ψ0(ξ)[1− g0(ξ)] = O(|ξ|N ).

Далее, конечно, и 1− g0(2ξ)=O(|ξ|N), поэтому

Ψ(ξ) = [ψ0(ξ)+ψ0(2ξ)][(1− g0(ξ))+ (1− g0(2ξ))] = O(|ξ|N ).
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. Приведем более аккуратную проверку соотношения (..).

Элементарная выкладка показывает, что (см. (..))

Ψ(ξ)ψ(ξ) = Ψ0(ξ)ψ0(ξ)−Ψ0(2ξ)ψ0(2ξ). (..)

Поэтому
m∑
0

Ψ j(ξ)ψ j(ξ) = Ψ0(ξ/2m)ψ0(ξ/2m). (..)

Так как Ψ0(0)=1, то получаем, что равенство (..) справедливо
в каждой точке ξ и сходимость равномерна в любой ограниченной
области.

Из (..) получаем формулу

∞∑
j=0

(Φ j ∗ϕ j)(x) = δ(x) (..)

в S′(Rn
x). Это формула вида (..), но только с функциями Φ j ∗ϕ j

вместо ϕ j . В частности, эта формула верна на основных функциях

из S(Ω).

.. Оператор продолжения. Пусть ϕ0 –– функция из S с носи-

телем в конусе −K, удовлетворяющая условиям (..). Используя

построенную в п. . систему функций Φ j (x), положим

v =
∞∑
0

Φ j ∗ (ϕ j ∗u)Ω. (..)

Напоминаем, что (ϕ j ∗u)Ω –– это продолжение функции внутри ско-

бок нулем вне Ω.

Следующая теорема является основной в настоящем пункте.

Теорема ... . При |s|< N это ограниченный оператор про-
должения функций из H s(Ω) до функций из H s(Rn).

. Норма в H s(Ω) эквивалентна норме (..).

Первое утверждение означает, что при u∈H s(Ω) ряд (..) схо-

дится в H s(Rn), сужение v|Ω совпадает с u в H s(Ω) и

‖v‖H s(Rn ) ¶ C‖u‖H s(Ω) (..)

с постоянной, не зависящей от u. Функция ϕ j ∗ u внутри скобок

гладкая, посколькуϕ j ∈S. Второе утверждение наполовину уже про-

верено в предыдущем пункте.
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Для доказательства этой теоремы понадобятся два вспомога-

тельных утверждения.

Предложение ... При любом s
∞∑
0

(1+ |ξ|2)s2−2 js|Ψ j (ξ)|2 ¶ C (..)

с постоянной, не зависящей от ξ.

Это аналог уже доказанного второго неравенства в (..) c

заменой s на −s и ψ j на Ψ j . Проходит такое же доказательство.

Предложение ... Пусть { f j (x)}∞
0 –– такая последователь-

ность функций из L2(Rn), что
∞∑
0

22 js‖ f j(x)‖2L2(Rn) < ∞ (..)

при некотором s. Тогда ряд

v =
∞∑

j=0

Φ j ∗ f j (..)

сходится в H s(Rn) и

‖v‖H s(Rn) ¶ C ′
� ∞∑

0

22 js‖ f j‖2L2(Rn )

�1/2
(..)

с постоянной C ′, зависящей только от s.

Доказательство предложения ... Положим h j(ξ)=(Ff j)(ξ).

Используя предыдущее предложение и неравенство Шварца, имеем

(1+ |ξ|2)s
���

∞∑
0

Ψ j(ξ)h j(ξ)

���
2

¶ C
∞∑
0

22 js|h j(ξ)|2.

Остается проинтегрировать это неравенство. Если суммировать не

от нуля, а от некоторого m, то справа после интегрирования будет

получаться остаток сходящегося числового ряда.

Доказательство теоремы ... Мы уже знаем, что при u∈H s(Ω)

u =
∑
Φ j ∗ (ϕ j ∗u)Ω

в Ω (cм. формулу (..)) и что величина ‖u‖′H s(Ω) не превосходит

Cs‖u‖H s(Ω) (см. теорему ..).

Функции (ϕ j ∗ u)Ω принадлежат, конечно, L2(Rn). В силу пред-

ложения .. ряд (..) сходится в H s(Rn) и норма его суммы

оценивается через C ′‖u‖′H s(Ω).
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Отсюда, в свою очередь, получается, что норма ‖u‖H s(Ω) оцени-

вается через C ′‖u‖′H s(Ω), так что это эквивалентные нормы.

Замечание ... При u ∈ H s(Ω) ряд в (..) сходится к u
в этом пространстве.

Действительно, если u ∈ H s(Ω), то, как мы только что видели,

функции
∞∑
0

ϕ j ∗u и
m∑
0

ϕ j ∗u (..)

имеют продолжения

∞∑
0

Φ j ∗ (ϕ j ∗u)Ω и
m∑
0

Φ j ∗ (ϕ j ∗u)Ω

на Rn и норма их разности в H s(Rn) стремится к 0 при m→∞. Зна-

чит, обычная норма разности функций (..) в H s(Ω) тоже стре-

мится к нулю.

Итак, построение оператора продолжения функций из специ-

альной липшицевой области закончено с точностью до следующего

обстоятельства. Нам осталось построить функцию ϕ0 c носителем

в −K и N=∞.

Оператор продолжения функций из ограниченной липшицевой

области строится после этого очевидным образом при помощи раз-

биения единицы.

.. Построение функции ϕ0 с N =∞. Как в [], рассмот-

рим сначала однозначную аналитическую функцию

U(z) = exp[−(z−1)1/8− (z−1)−1/8] (..)

одного комплексного переменного на комплексной плоскости с раз-

резом вдоль луча [1, ∞). Эта функция быстро стремится к 0 со всеми

своими производными на окружностях |z− 1|= R при R→ 0 и при

R→∞. В точке z = 0 она регулярна и отлична от нуля, а zkU(z)

с натуральными k равны, конечно, нулю. Применим интегральную

теорему Коши к функциям (2πi)−1zk−1U(z) (k=0, 1, …) и двум кон-

турам: ) малая окружность с центром в начале координат и поло-

жительным направлением обхода, ) контур γ, идущий из беско-

нечности по нижнему берегу разреза, затем по малой окружности

вокруг 1 по часовой стрелке и далее в бесконечность по верхнему

берегу разреза (этот контур «замыкается окружностью бесконечно
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большого радиуса»). Мы получим, что

∫

γ

U(z)

z
dz 6= 0,
∫

γ

zk U(z)

z
dz = 0 (k = 1, 2, …). (..)

Теперь положим

V(t) =

(
1
t

[U(t+ i0)−U(t− i0)], t ¾ 1,

0, t < 1.
(..)

Носитель этой функции –– луч [1, ∞). В точке 1 все ее производные

справа равны нулю, и эта функция принадлежит S(R). Из соотно-

шений (..) следует, что
∫

V(t) dt 6= 0,
∫

tkV(t) dt = 0 (k = 1, 2, …). (..)

Разделяя ее вещественную и мнимую части, получаем веществен-

ную функцию с такими же свойствами.

Положим теперь

ϕ0(x1, …, xn) = CV(x1)…V(xn), C =
�∫

V(t) dt
�−n

. (..)

Носитель этой функции содержится в конусе, состоящем из всех

точек с неотрицательными координатами, при этом
∫
ϕ0(x) dx = 1,
∫

xαϕ0(x) dx = 0 (|α| > 0). (..)

Линейным однородным преобразованием и поворотом c последую-

щей нормировкой функции его можно перевести в нужный конус

−K –– выпуклую оболочку n лучей, выходящих из начала коорди-

нат, –– с сохранением свойств (..). Именно благодаря этим со-

отношениям функция ϕ0 обладает нужными свойствами (..) c

N=∞.

Далее известным нам способом определяем функции ϕ, Φ0, Φ

и Φ j . Получаем оператор продолжения (..), применимый к про-

странствам H s при всех s∈R.

§ . Граничные задачи в липшицевых областях
для сильно эллиптических систем -го порядка

Этот класс областей содержит, как мы видели в § , области

с очень общими негладкими границами, и такие области часто
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встречаются в приложениях. Наша цель состоит в выяснении того,

какие общие факты имеют место для наиболее важных задач во

всех этих частных случаях.

.. Основные определения и результаты. Здесь в отличие от

§  мы будем рассматривать систему -го порядка. Ее старшая часть

тоже записывается в дивергентной форме:

Lu :=−
n∑

j,k=1

∂ j a j,k(x)∂ku(x)+
n∑

j=1

b j (x)∂ ju(x)+c(x)u(x)= f(x). (..)

Здесь и дальше u и f –– вектор-функции (столбцы) размерности d,

так что коэффициенты –– это (d× d)-матрицы. Как и u и f , они со-

стоят из комплекснозначных функций.

Запись старшей части в дивергентной форме позволяет в извест-

ной мере минимизировать предположения о гладкости коэффици-

ентов. Проще всего предполагать, что коэффициенты a j,k(x) и b j(x)

(точнее, элементы этих матриц) липшицевы в Ω, т. е. принадлежат

C0,1(Ω), а коэффициент c(x) ограничен и измерим. Мы об этом
условимся. Но во многих случаях можно предположить существенно

меньше, и мы обычно будем это отмечать. В настоящем параграфе в

постановках задач все коэффициенты можно считать ограниченны-

ми и измеримыми. Но в теореме .. нужна непрерывность стар-

ших коэффициентов в Ω. Далее, в тех местах, где нужен формально

сопряженный к L оператор (cм. (..)), приходится дифференци-

ровать b j(x) и удобно эти коэффициенты считать липшицевыми.

Замечание. Интересны также системы с неограниченными ко-

эффициентами в младших членах из подходящих классов Lp. См.,

например, [], a также []. Но мы не будем их рассматривать.

Можно при желании принять, как в § , что

a j,k(x) = ak, j(x), (..)

но это не необходимо.

Запишем соответствующую форму ΦΩ(u, v):

∫

Ω

h∑
a j,k(x)∂ku(x) · ∂ jv(x)+

∑
b j(x)∂ ju(x) · v(x)+

+ c(x)u(x) · v(x)
i

dx; (..)
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она определена и ограничена на функциях из H1(Ω), даже если все

коэффициенты принадлежат только L∞(Ω).

Первая формула Грина имеет вид

(Lu, v)Ω = ΦΩ(u, v)− (T+u, v+)Γ (..)

и выводится сначала при u∈H2(Ω), v ∈H1(Ω) интегрированием по

частям. Старшие коэффициенты при этом предполагаются принад-

лежащими C0,1(¯̄Ω). Затем она распространяется предельным пере-

ходом на u∈H s(Ω), s>3/2. При этом гладкая конормальная произ-
водная T+u определяется формулой

T+u(x) =
∑
ν j(x)a j,k(x)γ+∂ku(x). (..)

Но в общем случае функций u, v ∈ H1(Ω), как мы уже отмечали

в § , справедливость формулы (..) постулируется и эта форму-

ла рассматривается ) как определение конормальной производной

T+u∈H−1/2(Γ) по заданным u и f = Lu (см. лемму . в []), ) как

определение решения задачи Неймана по заданным f и конормаль-

ной производной. Все коэффициенты достаточно при этом считать

ограниченными и измеримыми.

.a. Поясним и уточним это следующим образом.

Рассмотрим сначала задачу Дирихле с однородным граничным

условием:
Lu = f0 в Ω, u+ = 0. (..)

В этом случае формула Грина пишется в виде

ΦΩ(u, v) = ( f0, v)Ω (u, v ∈ eH1(Ω)); (..)

конормальная производная сюда не входит. Если мы задали u ∈
∈ eH1(Ω), то в левой части этой формулы возник непрерывный анти-

линейный функционал, правая часть –– это его запись с однозначно

определенным элементом f0∈H−1(Ω) c использованием двойствен-

ности между пространствами eH1(Ω) и H−1(Ω).

Обратим внимание на то, что f0 как функционал над eH1(Ω) стро-

ится по u в Ω по правилам действий с обобщенными функциями:

дифференцирования и умножения на коэффициенты переносятся

на v. Таким образом, этот функционал определяется заданием u
однозначно. (Если коэффициенты бесконечно гладкие, то f0 –– про-

сто обобщенная функция над C∞
0 (Ω) и этот функционал предельным

переходом распространяется на eH1(Ω).)
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Теперь рассмотрим задачу Неймана сначала с однородным гра-

ничным условием:

Lu = f1 в Ω, T+u = 0. (..)

Формула Грина пишется в виде

ΦΩ(u, v) = ( f1, v)Ω (u, v ∈ H1(Ω)), (..)

и нулевая конормальная производная сюда не вошла. Если мы зада-

ли u ∈ H1(Ω), то левая часть –– непрерывный антилинейный функ-

ционал над H1(Ω), он записывается в виде правой части с одно-

значно определенным элементом f1 из eH−1(Ω) c использованием

двойственности между пространствами H1(Ω) и eH−1(Ω). При этом

сужение f0 функционала f1 на eH1(Ω) однозначно строится внутри

области, как в предыдущем случае.

Можем ли мы, не меняя левой части, заменить f1 другим функ-

ционалом f из eH−1(Ω)? Да, при условии, что его сужение на eH1(Ω)

совпадает с тем же f0. Но тогда ( f1− f , v)Ω –– функционал на H1(Ω),

сосредоточенный на границе, и мы знаем, что он представим в виде

(h, v)Γ с h∈H−1/2(Γ) (см. п. .). Этот элемент h и есть конормаль-

ная производная T+u, и формула Грина принимает вид

ΦΩ(u, v) = ( f , v)Ω+ (T+u, v+)Γ (u, v ∈ H1(Ω)). (..)

Это формула Грина для задачи Неймана с неоднородным гранич-

ным условием. Задав f , мы однозначно определяем h=T+u.

Неудобство здесь состоит во взаимной зависимости f и h. Мы

вернемся к ней ниже; сначала рассмотрим более простые задачи

Дирихле и Неймана с однородными граничными условиями.

Обозначения f0 и f1 в этих пояснениях были временными,

в дальнейшем правая часть уравнения всегда будет обозначаться

через f .

.b. Через a(x, ξ) обозначаем главный символ
∑

a j,k(x)ξ jξk.

Условие сильной эллиптичности [] имеет вид

Re a(x, ξ) :=
1
2

[a(x, ξ)+a∗(x, ξ)] ¾ C0|ξ|2I, (..)

C0 > 0, в смысле неравенства для соответствующих квадратич-

ных форм. Из условия (..) выводится коэрцитивность формы
ΦΩ(u, u), или неравенство Гординга, на пространстве eH1(Ω):

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C1 ReΦΩ(u, u)+C2‖u‖2H0(Ω)

. (..)
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Теорема ... Пусть старшие коэффициенты a j,k(x) непрерыв-
ны в ¯̄Ω, остальные коэффициенты ограничены и измеримы, и пусть
выполнено условие (..) сильной эллиптичности. Тогда существу-
ют такие постоянные C1 > 0 и C2 ¾ 0, что для функций из eH1(Ω)

справедливо неравенство (..).

Доказательство. В скалярном случае доказательство совсем про-

стое, оно указано в § . В этом случае достаточно считать, что a j,k ∈
∈ L∞(Ω). В общем случае воспользуемся методом замораживания ко-

эффициентов, как в §§  и . Пусть сначала форма ΦΩ(u, u) содержит

только старшие члены. Оценивать надо, конечно, L2-нормы первых

производных. Если коэффициенты постоянны –– заморожены в точ-

ке x0, то неравенство в Rn

∑∫
|∂ j u|2 dx ¶ C−1

0 ReΦΩ(u, u)

получается из (..) при помощи преобразования Фурье и равен-

ства Парсеваля:
∫ ∑
|ξ j |2|(Fu)(ξ)|2 dξ ¶ C−1

0 Re
∫ ∑

a j,k(x0)ξkξ j(Fu)(ξ) · (Fu)(ξ)dξ.

Здесь существенно, что фактически надо рассматривать функции,

определенные на Rn. (Мы могли сформулировать теорему для функ-

ций из H̊1(Ω); тогда мы продолжили бы эти функции нулями вне Ω.)

Если коэффициенты «почти постоянны» –– близки к их значениям

в точке x0, то запишем

a j,k(x) = a j,k(x0)+ [a j,k(x)−a j,k(x0)],

и если все разности в квадратных скобках достаточно малы, то по-

лучим неравенство

‖u‖2eH1(Ω)
¶ 2C−1

0 ReΦΩ(u, u)+C3‖u‖2H0(Ω)
.

В общем случае надо использовать разбиение единицы вида
∑
ϕ2

r =1,

состоящее из бесконечно гладких функций ϕr с достаточно мелкими

носителями. Мы получим

‖u‖2eH1(Ω)
=
∑ ∫

Ω

ϕ2
r (|∇u|2+ |u|2) dx ¶

¶ C4

∑
(ReΦΩ(ϕru,ϕru)Ω+‖ϕru‖2L2(Ω))+… ¶ C5 ReΦΩ(u, u)+…,
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и здесь члены, обозначенные многоточием, оцениваются через

C7[‖u‖ eH1(Ω)‖u‖H0(Ω)+‖u‖2H0(Ω)
] ¶ ǫ‖u‖2eH1(Ω)

+Cǫ‖u‖2H0(Ω)

со сколь угодно малым ǫ. Это приводит нас к цели.

Если есть ненулевые b j , то пользуемся оценкой промежуточных

норм (..). Она остается справедливой в липшицевой области.

Если старшие и средние коэффициенты в L фиксированы, то при

достаточно большом Re c последний член в (..) не нужен и это

неравенство принимает вид

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C1 ReΦΩ(u, u). (..)

Указанное условие для c не всегда нужно, см. замечание ...

Будем предполагать, что располагаем этим сильным условием
коэрцитивности, или сильным неравенством Гординга. По теореме

Лакса––Мильграма (п. .) оно влечет однозначную разрешимость

задачи Дирихле с однородным граничным условием.

Неравенство (..) влечет ее фредгольмовость с нулевым ин-

дексом в силу тех же соображений, что и в замечании ...

Коэрцитивность формы ΦΩ(u, u) на H1(Ω), т. е. неравенство

‖u‖2
H1(Ω)
¶ C1 ReΦΩ(u, u)+C2‖u‖2H0(Ω)

, (..)

в матричном случае имеет место для сильно эллиптических систем

далеко не всегда. См. п. .. Известны достаточные условия. Запи-

шем старшую часть подынтегрального выражения в форме ΦΩ(u, v)

подробно в виде ∑
ar,s

j,k(x)∂kus∂ j¯̄vr. (..)

Условие ∑
|ζr

j |2 ¶ C3 Re
∑

ar,s
j,k(x)ζs

kζ
r
j (..)

с произвольными комплексными ζr
j , достаточное в матричном слу-

чае при a j,k=ak, j (см. доказательство теоремы . в скалярном слу-

чае), слишком обременительно (см., например, [, с. ]). На наш

взгляд, особенно удобно следующее условие, если d=n:
∑
|ζr

j+ζ
j
r|2 ¶ C4 Re
∑

ar,s
j,k(x)ζs

kζ
r
j (..)

при любых комплексных ζr
j . Достаточность этого условия следует из

справедливости замечательного (второго) неравенства Корна

‖u‖2
H1(Ω)
¶ C5

�
‖u‖2L2(Ω)+
∑
j,r
‖∂ j ur+ ∂ru j‖2L2(Ω)

�
. (..)
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Относительно его доказательства и использования см., например,

[] или []. Чтобы получить неравенство (..) из (..), надо

в (..) подставить ζr
j= ∂ j ur и проинтегрировать.

На случай, когда d 6= n, условие (..) можно обобщить, пола-

гая «недостающие» ζr
j равными нулю.

Условие (..) применимо к системам теории упругости. Важ-

нейшая из них –– система Ламе для изотропных однородных сред:

−µ∆u− (λ+µ) grad div u = f . (..)

Здесь u –– вектор смещения, d=n. Это важный пример, и мы к нему

вернемся в п. .. Эта система и ее ближайшие обобщения в трех-

мерных областях с гладкой границей подробно изучены, в частно-

сти, в монографии [], где можно найти многочисленные дальней-

шие ссылки. Более общими являются системы теории упругости для

анизотропных однородных и неоднородных сред. Эти системы име-

ют вещественные коэффициенты a j,k(x) (не зависящие от x в пер-

вом случае) с условиями симметрии

ar,s
j,k = ar,s

k, j, ar,s
j,k = a j,k

r,s и ar,s
j,k = a j,s

r,k. (..)

Наиболее важны случаи d=n=2 и 3. Отметим глубокое исследова-

ние трехмерной системы анизотропной упругости для однородных

сред в диссертации []; см. также []. Однако эти системы рас-

сматривают и при бо́льших d=n, см., например, [].

Другие условия, достаточные для коэрцитивности (включая урав-

нения и системы высших порядков), см., например, в книгах []

и [].

Следует отметить, что наличие или отсутствие коэрцитивности

на H1(Ω) зависит от записи системы в дивергентной форме. При-

меры читатель найдет в п. .. Эта запись влияет на запись фор-

мы ΦΩ(u, u). В случае задачи Дирихле эта запись безразлична, что

видно из доказательства теоремы ..: там важен только главный

символ оператора L, поскольку при замороженных коэффициентах

используются преобразование Фурье и равенство Парсеваля.

Если есть коэрцитивность на H1(Ω), т. е. справедливо неравен-

ство (..), то последний член снова становится излишним при

достаточно большом Re c:

‖u‖2H1(Ω)
¶ C1 ReΦΩ(u, u). (..)

Условимся говорить, что это сильная коэрцитивность формы ΦΩ на
H1(Ω). Если мы имеем это неравенство, то задача Неймана с одно-
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родным граничным условием оказывается однозначно разрешимой

снова в силу теоремы Лакса––Мильграма (а если справедливо только

неравенство (..), то она фредгольмова с нулевым индексом).

.c. Оператор, формально сопряженный к L, имеет вид

eLv = −
n∑

j,k=1

∂ j a
∗
k, j(x)∂kv(x)−

n∑
j=1

∂ j[b∗j (x)v(x)]+ c∗(x)v(x). (..)

Здесь структура средних членов не такая, как в (..). Но при

b j ∈C0,1(¯̄Ω) эта формула приводится к аналогичному (..) виду

eLv = −
n∑

j,k=1

∂ j a
∗
k, j(x)∂kv(x)−
∑

b∗j (x)∂ jv(x)+

+

h
c∗(x)−
∑

∂ jb
∗
j (x)
i

v(x). (..)

Соответствующую (гладкую) конормальную производную на функ-

циях из H s(Ω), s>3/2, определим тогда формулой

eT+v(x) =
∑
ν j (x)a∗k, j(x)γ+∂kv(x)+

∑
ν j (x)b∗j (x)v+(x). (..)

При таком ее определении мы имеем первую формулу Грина для eL
с той же формой ΦΩ,

(u, eLv)Ω = ΦΩ(u, v)− (u+, eT+v)Γ, (..)

и вторую формулу Грина

(Lu, v)Ω− (u, eLv)Ω = (u+, eT+v)Γ− (T+u, v+)Γ. (..)

Эта формула выводится, если u, v ∈H s(Ω) с s>3/2. В общем же слу-

чае функций u, v∈H1(Ω) и коэффициентов из L∞(Ω) она следует из

постулируемых первых формул Грина для L и eL, при этом в первой

формуле Грина для eL форма ΦΩ берется такой же, как для L.

Замечание. Благодаря совпадению форм для L и eL условия ко-

эрцитивности на eH1(Ω) или на H1(Ω) имеют место для операторов

L и eL одновременно.

Для формальной самосопряженности оператора L достаточны

условия

a j,k = a∗k, j, b j = 0, c = c∗.

Более общие условия формальной самосопряженности записывают-

ся в виде

a j,k = a∗k, j , b j = −b∗j , c = c∗−
∑

∂ j b
∗
j . (..)
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Разберемся в этом более внимательно: нам ведь надо рассматривать

задачи не на финитных гладких функциях в Rn, а на функциях в об-

ласти Ω. При этих условиях на функциях из eH1(Ω)

(Lu, v)Ω = (u, Lv)Ω (..)

и

ΦΩ(u, v) = ΦΩ(v, u). (..)

Если же мы хотим иметь (..) на всех функциях из H1(Ω), то

нужно добавить соотношение
∑
ν j(x)b j(x) = 0 на Γ, (..)

что проверяется интегрированием по частям. Тогда гладкие конор-

мальные производные для L и eL одинаковы. В этом случае будем

говорить о формальной самосопряженности оператора L в ¯̄Ω. При

рассмотрении задачи Дирихле с однородным граничным условием

условие (..) несущественно. Разумеется, если все b j равны 0 на

Γ, то вообще нет никаких проблем.

Для операторов, отвечающих задачам Дирихле и Неймана с од-

нородными граничными условиями, мы, как в § , будем исполь-

зовать соответственно обозначения LD и LN . Сейчас мы их рас-

сматриваем как ограниченные операторы соответственно из eH1(Ω)

в H−1(Ω) и из H1(Ω) в eH−1(Ω). Сопряженными к ним относительно

соответствующих продолжений скалярного произведения в L2(Ω)

являются операторы eLD и eLN . Это сопряженность в смысле теории

ограниченных операторов в банаховых пространствах (см. п. .).

Сформулируем основной результат.

Теорема ... Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω),

то оператор LD обратим. Если есть только коэрцитивность (силь-
ная эллиптичность), то он фредгольмов с нулевым индексом. Такие
же утверждения верны для оператора eLD . При этом для разрешимо-
сти уравнения LDu= f необходима и достаточна ортогональность
f ко всем элементам v ядра оператора eLD относительно продолже-
ния формы ( f , v)Ω.

Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω), то оператор LN

обратим. Если есть только коэрцитивность, то он фредгольмов
с нулевым индексом. Такие же утверждения верны для оператора
eLN . При этом уравнение LN u= f разрешимо тогда и только тогда,

когда f ортогонально всем решениям уравнения eLN v = 0 относи-
тельно продолжения формы ( f , v)Ω.
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Аналогичные утверждения верны в отношении условий разреши-
мости уравнений с операторами eLD и eLN .

Замечание. Однозначная разрешимость задачи Дирихле с од-

нородным граничным условием для уравнения Lu= f равносильна

тому, что форма ΦΩ(u, v) c произвольным u ∈ eH1(Ω) –– общий вид

непрерывного антилинейного функционала над eH1(Ω). Аналогично

однозначная разрешимость задачи Неймана с однородным гранич-

ным условием равносильна тому, что эта форма с произвольным

u∈H1(Ω) –– общий вид непрерывного антилинейного функционала

над H1(Ω).

.d. Рассмотрим теперь задачу Дирихле с неоднородным гра-

ничным условием

Lu = f в Ω, u+ = g. (..)

Переход к ней требует добавочных соглашений. Здесь u ∈ H1(Ω),

g∈H1/2(Γ). В отношении f мы предположим, что f ∈H−1(Ω).

Пусть u0 –– любая функция из H1(Ω) с граничным значением

g : u+0 = g. Определим f0= Lu0∈H−1(Ω) формулой

( f0, v)Ω = ΦΩ(u0, v), v ∈ eH1(Ω). (..)

Решением задачи (..) назовем функцию u=u0+u1, где u1 –– ре-

шение задачи

Lu1 = f − f0 в Ω, u+1 = 0, (..)

т. e.

( f − f0, v)Ω = ΦΩ(u1, v), v ∈ eH1(Ω). (..)

Здесь u1∈ eH1(Ω).

Мы предполагаем выполненным условие сильной коэрцитивно-

сти формы ΦΩ на eH1(Ω), так что u1∈ eH1(Ω) определяется однознач-

но.

Проверим, что u не зависит от выбора u0. Пусть bu0 –– еще одна

функция из H1(Ω) с граничным значением g. Определим bf0 по bu0

формулой вида (..) и bu1 формулой вида (..) c bf0 вместо f0.

Тогда

( bf0− f0, v)Ω = ΦΩ(u1− bu1, v), v ∈ eH1(Ω),

т. e.

ΦΩ(bu0−u0, v) = ΦΩ(u1− bu1, v), v ∈ eH1(Ω).
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Отсюда

bu0−u0 = u1− bu1

в eH1(Ω), так что u0+u1= bu0+ bu1.

Мы показали, что задача (..) однозначно разрешима.

Неоднородная задача Неймана

Lu = f в Ω, Tu+ = h (..)

проще в том отношении, что, как мы отметили в § , граничный

член в формуле Грина можно включить в форму ( f , v)Ω, изменив f .

Итак, справедлива

Теорема ... При предположениях теоремы .. результаты
обобщаются на полные задачи Дирихле (c f ∈ H−1(Ω), g ∈ H1/2(Γ))

и Неймана (с f ∈ eH−1(Ω), h∈H−1/2(Γ)).

Замечание. Для решения полной задачи Дирихле тоже можно

указать вариационную постановку –– написать формулу Грина

ΦΩ(u, v) = ( f , v)Ω, v ∈ eH1(Ω).

Но здесь надо указывать, что u∈ H1(Ω) и f ∈ H−1(Ω). Кроме того,

условие u+ = g здесь не учтено, и его надо оговаривать отдельно

(как в []).

Как изменится эта формула, если мы хотим распространить ее

на v ∈H1(Ω)? В этом случае надо расширить f до функционала из
eH−1(Ω), u станет решением уравнения Lu= f с новой правой частью

и справа, вообще говоря, добавится слагаемое с конормальной про-

изводной.

В классической постановке функция u всегда подчиняется урав-

нению внутри области, но при слабой постановке с правой частью

из eH−1(Ω) и пробными функциями из H1(Ω) это уже не так. Как

справедливо отмечено в [], включая в правую часть уравнения

слагаемое, сосредоточенное на границе, мы получаем уравнение

в ¯̄Ω.

Для решений задачи Дирихле (..) имеет место двусторон-
няя априорная оценка. При сильной коэрцитивности формы ΦΩ на
eH1(Ω) она имеет вид

‖u‖H1(Ω) ¶ C3

�
‖ f ‖H−1(Ω)+‖g‖H1/2(Γ)

�
¶ C4‖u‖H1(Ω). (..)

Сейчас мы проверим только левое неравенство, а правое –– при

f =0 или g=0. Завершим доказательство правого неравенства мы

в п. ..
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Если g=0, то из формулы Грина и сильного неравенства Гордин-

га на eH1(Ω) получаем

‖u‖2eH1(Ω)
¶ C1 ReΦΩ(u, u) = C1 Re( f , u)Ω ¶ C2‖ f ‖H−1(Ω)‖u‖ eH1(Ω)

с использованием обобщенного неравенства Шварца. Поэтому

‖u‖ eH1(Ω) ¶ C2‖ f ‖H−1(Ω). (..)

С другой стороны, так как форма ΦΩ(u, v) ограничена на прямом

произведении двух пространств eH1(Ω), то

‖ f ‖H−1(Ω) ¶ C3 sup
v 6=0

|( f , v)Ω|
‖v‖ eH1(Ω)

= C3 sup
v 6=0

|ΦΩ(u, v)|
‖v‖ eH1(Ω)

¶ C4‖u‖ eH1(Ω). (..)

Далее, если f = 0, то считаем, что ‖u0‖H1(Ω) ¶ C5‖g‖H1/2(Γ) (ис-

пользуя ограниченность правого обратного оператора к оператору

перехода к следу), и получаем аналогично (..)

‖ f0‖H−1(Ω) ¶ C4‖u0‖H1(Ω) ¶ C6‖g‖H1/2(Γ),

так что

‖u1‖ eH1(Ω) ¶ C7‖g‖H1/2(Γ) и ‖u‖H1(Ω) ¶ (C5+C7)‖g‖H1/2(Γ).

Далее,

‖g‖H1/2(Γ) ¶ C8‖u‖H1(Ω)

по теореме о следе.

Полная задача Дирихле сводится к двум задачам с g=0 и c f =0,

поэтому получаем также левое неравенство в (..).

Сформулируем окончательный результат в отношении задачи

Дирихле, считая проверенной двустороннюю оценку.

Теорема ... Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω),

то отвечающий задаче Дирихле (..) оператор u→ ( f , g) взаим-
но однозначно и непрерывно отображает пространство H1(Ω) на
пространство H−1(Ω)× H1/2(Γ) и обратим; имеет место двусто-
ронняя оценка (..). Если есть только сильная эллиптичность,

то этот оператор фредгольмов с нулевым индексом; в этом случае
в среднюю часть оценки добавляется слагаемое ‖u‖H0(Ω).

Априорная оценка для однозначно разрешимой задачи Неймана

имеет вид

‖u‖H1(Ω) ¶ C5

�
‖ f ‖ eH−1(Ω)+‖h‖H−1/2(Γ)

�
. (..)
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При f = 0 или h= 0 имеет место двусторонняя оценка. Мы здесь

не будем это проверять и вернемся к этому вопросу в п. .. Дву-

сторонней оценки в общем случае пока нет, поскольку f и h не

независимы.

.e. Вернемся к многозначности в определении правой части

уравнения и конормальной производной в задаче Неймана.

В §  мы отметили, что иногда она устраняется специальным

соглашением. В частности, так поступают, если правая часть f си-

стемы Lu= f задана в L2(Ω) (например, равна нулю), к ней тогда

уже не присоединяют функционал, сосредоточенный на границе.

Наметим соображения Костабеля []. Пусть для простоты ко-

эффициенты в L бесконечно гладкие. Обозначим через H1
L (Ω) под-

пространство в H1(Ω), состоящее из таких u, что Lu в Ω в смыс-

ле обобщенных функций принадлежит L2(Ω). В этом пространстве

норма вводится формулой

‖u‖2
H1

L (Ω)
= ‖u‖2

H1(Ω)
+‖Lu‖2L2(Ω). (..)

В [] в случае, когда L –– лапласиан, показано, что линеал C∞(¯̄Ω)

плотен в H1
L (Ω). Костабель отмечает, что доказательство дословно

сохраняется для любого L и что это позволяет, аппроксимируя функ-

ции u из H1
L (Ω) функциями u j ∈ C∞(¯̄Ω), определить для них конор-

мальную производную формулой

(T+u, v)Γ = lim
j→∞

�
ΦΩ(u j , v)− (Lu j, v)

�
(v ∈ H1(Ω)), (..)

т. е. как предел гладких конормальных производных. Для гладких

решений это гладкая конормальная производная.

С. Е. Михайлов в работах [], [] предложил конструкцию

«канонической» конормальной производной для таких решений,

что f = Lu принадлежит eH−1/2(Ω). В этом случае f не содержит

слагаемого с носителем на границе и конормальная производная

определяется однозначно.

В монографии Г. Хсиао –– В. Вендланда [, гл. ], правые части

системы Lu= f предполагаются принадлежащими ортогональному

дополнению в eH−1(Ω) к подпространству функционалов, сосредото-

ченных на Γ. Таким образом, последние не включаются в правые

части системы. То, что мы предложим в следующем пункте в этом

плане (в подпункте .e), можно рассматривать как другую реали-

зацию этой идеи.
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Суть дела состоит в том, что функционалы ΦΩ(u, v) над v∈H1(Ω)

можно по-разному представлять парами ( f , h) в виде

( f , v)Ω+ (h, v+)Γ.

Изоморфизма между пространством решений u и пространством

пар нет. Каждой паре ( f , h) отвечает ровно одно решение u, но

одному u отвечает бесконечно много пар ( f , h). Никакой патологии

в этом нет, так «устроена жизнь», но есть неудобство. Можно пы-

таться строить изоморфизм между пространством решений u и про-

странством некоторых пар ( f , h), однозначно представляющих все

(непрерывные антилинейные) функционалы над H1(Ω), и в следу-

ющем пункте мы предпринимаем такую попытку.

Полученные в настоящем пункте результаты являются предпо-

сылкой для рассмотрений в п. ..

.. Разложение Вейля пространства H1(Ω) и выбор f и h.

.a. Используемая здесь идея разложения пространства H1(Ω)

восходит в скалярном случае к Г. Вейлю и понадобилась ему в его

работе [].

Пространство H1(Ω) гильбертово, а eH1(Ω)= H̊1(Ω) –– (замкну-

тое) подпространство в нем. Поэтому оно дополняемо, и мы этим

уже пользовались (см., например, замечание с формулой (..)).

Мы теперь можем удобным образом указать другое прямое допол-

нение к нему.

Теорема ... Пусть форма ΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω).
Тогда пространство H1(Ω) является прямой суммой H1 ∔ H2 под-
пространства H1=

eH1(Ω)= H̊1(Ω) функций с нулевыми граничными
значениями и подпространства H2 решений однородной системы
Lu=0 в Ω.

Здесь «в Ω» означает «внутри Ω» в том смысле, что разложение

строится с использованием однозначной разрешимости задачи Ди-

рихле и пробные функции берутся из eH1(Ω).

Доказательство теоремы. Очевидно, что H2 –– тоже (замкну-

тое) подпространство в H1(Ω). В силу единственности для задачи

Дирихле, в eH1(Ω) нет ненулевых решений уравнения Lu= 0 в Ω.

Поэтому пересечение H1∩H2 состоит из одного нуля.

Проекторы P1 и P2 в H1(Ω) соответственно на H1 и H2 строят-

ся с использованием однозначной разрешимости задачи Дирихле

следующим образом. Пусть u∈H1(Ω). Обозначим через u2 решение
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задачи Дирихле

Lu2 = 0 в Ω, u+2 = u+ (..)

и положим u1 = u − u2. Тогда u2 ∈ H2 и u1 ∈ H1. Мы видим, что

P1u=u1 и P2u=u2 –– искомые проекторы.

Из оценки решения задачи Дирихле с f = 0 в п. . видно, что

P2 –– непрерывный проектор. Значит, и P1 непрерывен.

Формулу H1(Ω)= H1 ∔ H2 будем называть разложением Вейля
пространства H1(Ω), отвечающим оператору L, a формулу u=u1+u2,

где u j ∈H j, разложением Вейля функции u, отвечающим этому опе-

ратору.

Замечания и следствия.

.b. Пространство H1=
eH1(Ω) не зависит от L (хотя P1, конеч-

но, зависит от L). Пространство H2 зависит от L, и мы будем писать

H2(L). Но решения однородной системы Lu = 0 параметризуются

данными Дирихле, составляющими пространство H1/2(Γ). Оно уже

не зависит от L.

.c. Если форма ΦΩ(u, u) сильно коэрцитивна на H1(Ω), то

форма ΦΩ(u, v) –– общий вид непрерывного антилинейного функци-

онала над v ∈H1(Ω). Если при этом оператор L формально самосо-

пряженный, то ΦΩ(u, v) можно принять за скалярное произведение

в H1(Ω). Из формулы Грина видно, что при u ∈ H2, v ∈ H1 форма

ΦΩ(u, v) равна нулю, так что H1 и H2 ортогональны относительно

этого скалярного произведения, а P1, P2 –– ортопроекторы. Но и в

общем случае пространства H1 и H2 в разложении, отвечающем опе-

ратору L, «ортогональны» в том смысле, что из двух форм ΦΩ(u, v)

и ΦΩ(v, u) первая равна 0 при v∈H1, u∈H2.

.d. Теперь видно, что априорная оценка (..) является

двусторонней. Действительно, при u= u1 + u2, u j ∈ H j , оценки для

норм функций u j двусторонние, а норма функции u эквивалент-

на сумме норм функций u j . Этим завершено доказательство теоре-

мы ...

.e. Подставим в форму ΦΩ(u, v) разложение Вейля u=u1+u2,

отвечающее оператору L, и разложение Вейля v = v1 + v2, отвеча-

ющее оператору eL. Мы сейчас предполагаем, что операторы L и eL
определены на всех функциях из H1(Ω). Здесь u+1 = v+1 = 0. Однако

нулевой функционал Lu2 на H1 договоримся считать продолженным
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нулем на дополнительное пространство H2(eL):

(Lu2, v2)Ω = 0. (..)

Это отвечает традиции, см. начало подпункта .e. В частности,

мы предлагаем не включать в Lu2 слагаемое, сосредоточенное на
границе. Аналогично поступим в отношении оператора eL: будем

считать, что (u2, eLv2)=0.

Мы получим

ΦΩ(u, v) =
2∑

i, j=1

ΦΩ(ui, vj),

где

ΦΩ(u1, v1) = (Lu1, v1)Ω,

ΦΩ(u2, v1) = (Lu2, v1)Ω+ (T+u2, v+1 )Γ = 0,

ΦΩ(u1, v2) = (Lu1, v2)Ω+ (T+u1, v+2 )Γ =

= (u1, eLv2)Ω+ (u+1 , eT+v2)Γ = 0,

ΦΩ(u2, v2) = (T+u2, v+2 )Γ.

В первой строчке Lu1 –– сужение функционала над H1(Ω) на eH1(Ω).

Таким образом,

ΦΩ(u, v) = (Lu1, v1)Ω+ (T+u2, v+2 )Γ. (..)

Эта формула –– новое представление для формы слева, в котором
f = Lu1 и h=T+u2 определены однозначно.

Полученная формула допускает следующую интерпретацию.

В первом слагаемом справа f = Lu1 = Lu –– функционал, заданный

на H1=
eH1(Ω). На H2(eL) он фактически продолжен нулем. Подпро-

странство таких продолжений в eH−1(Ω) обозначим через eH−1
1 (Ω).

Второе слагаемое справа –– функционал из eH−1(Ω), сосредоточен-

ный на границе. Подпространство таких функционалов обозначим

через eH−1
2 (Ω).

Предложение ... Имеет место разложение пространства
eH−1(Ω) в прямую сумму подпространств:

eH−1(Ω) = eH−1
1 (Ω)∔ eH−1

2 (Ω). (..)

Первое подпространство справа изоморфно H−1(Ω), и его элементы
не содержат слагаемых, сосредоточенных на Γ. Второе состоит из
функционалов, сосредоточенных на Γ, и изоморфно H−1/2(Γ).



 Глава III. Сильно эллиптические системы в липшицевых областях

Если не u задается, а ставится полная задача Неймана (..),

то эта задача распадается теперь на две задачи: на задачу Дирихле

в Ω для неоднородной системы с правой частью из H−1(Ω) и одно-

родным граничным условием

Lu1 = f в Ω, u+1 = 0 (..)

и задачу Неймана в ¯̄Ω для однородной системы с неоднородным

граничным условием

Lu2 = 0 в Ω, T+u2 = h2. (..)

Правые части определены здесь однозначно и задаются независимо,

причем f естественным образом не содержит слагаемых, сосредо-

точенных на границе, и однозначно определяется по u внутри обла-

сти. В первой задаче подразумевается продолжение функционала f
нулем на функции v2, но по существу это наиболее простая задача

Дирихле, с которой мы начали в предыдущем пункте.

Когда надо решать полную задачу Неймана, часто сначала вычи-

тают из решения частное решение неоднородного уравнения. В дан-

ном же случае разложение Вейля подсказывает вычесть решение
задачи Дирихле (..) из полного решения в H1(Ω). В этом суть

предлагаемого нами «мероприятия».

Посмотрим, что получается в случае обычной задачи Неймана.

Пусть функции u и v принадлежат H2(Ω). При рассматриваемой

сейчас обычной постановке функция f = Lu принадлежит L2(Ω) и не

содержит составляющей с носителем на границе. Она определяет

функционал над H1(Ω) по обычной L2-двойственности ( f , v)Ω, он

вовсе не продолжается нулем на функции v2. Функции u и u1 име-

ют обычные конормальные производные T+u и T+u1, они входят

в первую формулу Грина, см. (..). При вычитании u1 из u ко-

нормальная производная T+u1 вычитается из T+u. Если функция u1

найдена, то эту конормальную производную T+u1 можно считать

известной. Таким образом, h=T+u и h2=T+u2 разные.

Но мы видели, что

(Lu1, v2)Ω+ (T+u1, v+2 )Γ = (u1, eLv2)Ω+ (u+1 , eT+v2)Γ = 0. (..)

Здесь первое равенство получается и из второй формулы Грина

(..). Слагаемые слева не влияют на форму ΦΩ(u, v), а значит,

и на решение u полной задачи Неймана. Можно заменить эти

слагаемые нулями.
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В общем случае удобнее продолжение формы (Lu1, v)Ω нулем. Мо-

жет оказаться, что даже гладкая функция u1 не имеет обычной конор-

мальной производной. Действительно, не исключено, что f = Lu1 ––

обычная функция, растущая к границе так, что интегралы ( f , v1)Ω
сходятся, а интегралы ( f , v2)Ω, вообще говоря, расходятся.

Это можно сопоставить с тем обстоятельством, что для функций

из eH1(Ω) нельзя произвольно задавать граничное условие Неймана:

ведь они уже подчинены однородному условию Дирихле. Задача

Коши для эллиптических уравнений (в данном случае с заданием

условий Дирихле и Неймана) некорректна.

Еще раз повторим, что при задании u ∈ H1(Ω) правая часть f
системы определяется только внутри Ω, т. е. как функционал ( f , v)Ω
над eH1(Ω). Для определения конормальной производной h= T+u
как функционала (h, v+)Γ над H1/2(Γ) нужно задать форму ΦΩ(u, v)

и вычесть из нее форму ( f , v)Ω, продолженную на H1(Ω), что можно

делать множеством способов. Мы предложили продолжать ее нулем

на дополнительное пространство H2(eL) и объяснили выше, почему

это разумно и удобно. В частности, конормальная производная нуж-

на тогда только на решениях однородной системы Lu= 0 и одно-

значно определяется, если функционал ( f , v)Ω на H1(Ω) был как-

то задан и мы сузим его на eH1(Ω), а потом продолжим нулем на

дополнительное пространство.

.f. Для решений u= u1 + u2 полной задачи Неймана, пред-

ставленной в новой форме (..)––(..), мы теперь можем выве-

сти двустороннюю оценку.

Предполагаем форму ΦΩ сильно коэрцитивной на H1(Ω). Оцен-

ка имеет вид

‖u‖H1(Ω) ¶ C1

�
‖ f ‖H−1(Ω)+‖h2‖H−1/2(Γ)

�
¶ C2‖u‖H1(Ω). (..)

Доказательство неравенств (..). Решение u запишем в ви-

де u=u1+u2, где u1 –– решение уравнения Lu1= f в H1=
eH1(Ω). Это

решение задачи Дирихле с однородным граничным условием.

Для u1 мы уже имеем оценки

‖u1‖ eH1(Ω) ¶ C3‖ f ‖H−1(Ω) ¶ C4‖u1‖ eH1(Ω). (..)

Далее,

Lu2 = 0, T+u2 = h2

в смысле

ΦΩ(u2, v) = (h2, v+)Γ.
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Полагая v =u2 и используя сильное неравенство Гординга, а также

обобщенное неравенство Шварца, получаем

‖u2‖2H1(Ω)
¶ C5‖h2‖H−1/2(Γ)‖u+2 ‖H1/2(Γ),

откуда

‖u2‖H1(Ω) ¶ C6‖h2‖H−1/2(Γ). (..)

С другой стороны,

‖h2‖H−1/2(Γ) ¶ C7 sup
v+ 6=0

|(h2, v+)Γ|
‖v+‖H1/2(Γ)

=

= C7 sup
v+ 6=0

|ΦΩ(u2, v)|
‖v+‖H1/2(Γ)

¶ C8‖u2‖H1(Ω). (..)

Здесь использовано определение v по v+ при помощи правого об-

ратного оператора к оператору перехода к следу.

Из (..)––(..) получаем (..).

Резюмируем результаты для задачи Неймана.

Теорема ... Пусть форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω).
Тогда отвечающий задаче Неймана (..)––(..) оператор u→
→ ( f , h2) осуществляет взаимно однозначное непрерывное отобра-
жение пространства H1(Ω) на прямое произведение пространств
H−1(Ω) и H−1/2(Γ). Он обратим, и справедлива двусторонняя апри-
орная оценка (..). Если есть только коэрцитивность, то этот
оператор фредгольмов c нулевым индексом и в среднюю часть оценки
добавляется ‖u‖L2(Ω).

.g. Мы не исключаем возможности объединять правую часть

системы и конормальную производную в один функционал из
eH−1(Ω), когда это полезно, например, для использования теоремы

Лакса––Мильграма.

.. Операторы Пуанкаре––Стеклова. Рассмотрим решения

однородной системы Lu=0. Что это означает, мы знаем из предыду-

щего пункта: u∈H2(L), и функционал Lu продолжен нулем на H2(eL).

При условии сильной коэрцитивности формы ΦΩ на eH1(Ω) есте-

ственно возникает оператор на этих решениях, переводящий дан-

ные Дирихле в данные Неймана:

D : u+ → T+u. (..)
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Он действует ограниченным образом из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ). При

сделанном предположении мы не можем утверждать, что он обра-

тим. (См. пример  в п. ..) Но при условии сильной коэрцитив-

ности формы ΦΩ на H1(Ω) на решениях однородной системы есте-

ственно определяется также оператор

N : T+u→ u+, (..)

действующий ограниченным образом из H−1/2(Γ) в H1/2(Γ) и об-

ратный к оператору D, так что в этом случае оба оператора, D
и N , обратимы. Их английские названия –– Dirichlet-to-Neumann op-

erator и Neumann-to-Dirichlet operator. Мы их будем называть соот-

ветственно оператором Дирихле и оператором Неймана. Оба эти

оператора (или какой-нибудь один из них) называют также опера-
торами Пуанкаре––Стеклова. В другом контексте мы затрагивали

эти операторы в § .

Теорема ... При условии сильной коэрцитивности формы ΦΩ
на H1(Ω) справедливы неравенства

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ C1 Re(Dϕ, ϕ)Γ, ‖ψ‖2H−1/2(Γ)
¶ C2 Re(Nψ,ψ)Γ, (..)

соответственно для ϕ∈H1/2(Γ) и ψ∈H−1/2(Γ).

Доказательство. Выведем первое неравенство. Пусть u –– реше-

ние системы Lu= 0 с условием Дирихле u+=ϕ. Запишем формулу

Грина в виде

ΦΩ(u, u) = (Dϕ, ϕ)Γ. (..)

Используя теорему о следах и сильную коэрцитивность формы на

H1(Ω), имеем

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ C ′‖u‖2
H1(Ω)
¶ C ′′ReΦΩ(u, u) = C ′′Re(Dϕ,ϕ)Γ.

Мы проверили первое утверждение. Чтобы проверить второе, про-

ще всего положить Dϕ=ψ. Тогда ϕ=Nψ и

‖ψ‖2
H−1/2(Γ)

¶ C ′′′‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ eC Re(Dϕ, ϕ)Γ = eC Re(Nψ,ψ)Γ.

Будем говорить, что (..) –– сильные неравенства коэрцитив-
ности для форм операторов D и N .

В случае бесконечной гладкости поверхности Γ и коэффициен-

тов в L операторы D и N –– это сильно эллиптические псевдодиффе-

ренциальные операторы на Γ соответственно порядков  и −1.
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.. Смешанная задача. Простейшая смешанная задача ста-

вится следующим образом. Предположим, что граница Γ состоит

из двух областей Γ1 и Γ2 и их общей границы ∂Γ j –– липшицевой

поверхности на единицу меньшей размерности n−2, связной и без

самопересечений. На Γ1 ставится условие Дирихле, на Γ2 –– условие

Неймана. Таким образом, задача имеет вид

Lu = f в Ω, u+ = g на Γ1, T+u = h на Γ2. (..)

Здесь

g ∈ H1/2(Γ1), h ∈ H−1/2(Γ2). (..)

Введем пространство H1(Ω; Γ1) –– (замкнутое) подпространст-

во в H1(Ω), состоящее из функций, равных нулю на Γ1. Примем, что

пробные функции v принадлежат этому пространству. Тогда надо

считать, что f принадлежит сопряженному пространству

eH−1(Ω; Γ1) := [H1(Ω; Γ1)]∗ (..)

относительно формы ( f , v)Ω.

Действуя, как в случае задачи Дирихле, предположим сначала,

что g=0. Тогда решение u и пробная функция v должны принадле-

жать H1(Ω; Γ1). Формула Грина имеет вид

ΦΩ(u, v) = ( f , v)Ω+ (h, v+)Γ2
. (..)

Предположим, что форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω; Γ1) (это

следует из сильной коэрцитивности на H1(Ω)). Тогда задача одно-

значно разрешима в силу теоремы Лакса––Мильграма.

Пусть теперь g 6= 0. Действуем в основном как в случае задачи

Дирихле c неоднородным граничным условием. Сначала продол-

жим g до функции из H1/2(Γ). Затем возьмем функцию u0 ∈ H1(Ω)

c граничным значением g. Теперь определим f0 = Lu0 ∈ eH−1(Ω; Γ1)

формулой

( f0, v)Ω = ΦΩ(u0, v), v ∈ H1(Ω; Γ1), (..)

принимая тем самым, что T+u0=0 на Γ2. Решением нашей задачи

назовем функцию u= u0+ u1 ∈H1(Ω), где u1 ∈H1(Ω; Γ1) –– решение

задачи

Lu1 = f − f0 в Ω, u+1 = 0 на Γ1, T+u1 = h на Γ2, (..)

т. е.

ΦΩ(u1, v) = ( f − f0, v)Ω+ (h, v+)Γ2
, v ∈ H1(Ω; Γ1). (..)
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В силу предположенной сильной коэрцитивности формы ΦΩ на

H1(Ω; Γ1), решение u1 существует и единственно. Как в случае за-

дачи Дирихле, проверяется независимость u от выбора u0, включая

способ продолжения функции g.

Таким образом, получена

Теорема ... Пусть форма ΦΩ(u, v) сильно коэрцитивна на
H1(Ω; Γ1). Тогда поставленная выше смешанная задача имеет одно
и только одно решение.

Задачи Дирихле и Неймана можно считать частными случаями

смешанной задачи, и в этих случаях все согласуется со сказанным

в предыдущих пунктах.

Теперь мы покажем, что смешанную задачу можно свести как

к задаче Дирихле, так и к задаче Неймана при помощи решения

некоторых уравнений на части границы. Для этого надо ввести ана-

логи операторов N и D на части границы.

Введем оператор

D1ϕ = (Dϕ)|Γ1
(..)

из eH1/2(Γ1) в H−1/2(Γ1). Он получен из оператора D сужением обла-

сти определения на подпространство eH1/2(Γ1) в H1/2(Γ) и сужени-

ем получающихся функций Dϕ на Γ1. Очевидно, что он корректно

определен и ограничен.

Теорема ... При условии сильной коэрцитивности формы
ΦΩ на H1(Ω) для формы оператора D1 справедливо сильное неравен-
ство коэрцитивности

‖ϕ‖2eH1/2(Γ1)
¶ C Re(D1ϕ,ϕ)Γ1

(ϕ ∈ eH1/2(Γ1)) (..)

и этот оператор обратим.

Доказательство. Неравенство (..) следует из первого нера-

венства в (..): оператор D1 наследует его. Функции в форме

справа в (..) до и после запятой находятся в дуальных про-

странствах. Обратимость оператора D1 следует из теоремы Лак-

са––Мильграма, применяемой к форме (D1ϕ1,ϕ1)Γ1
и уравнению

D1ϕ1=ψ1.

Аналогично вводится и обладает аналогичными свойствами

оператор D2.

Введем оператор
N1ψ = (Nψ)|Γ1

(..)
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из eH−1/2(Γ1) в H1/2(Γ1). Он получен из оператора N сужением обла-

сти определения на подпространство eH−1/2(Γ1) в H−1/2(Γ) и суже-

нием получающихся функций Nψ на Γ1. Очевидно, что он тоже

корректно определен и ограничен.

Теорема ... При условии сильной коэрцитивности формы
ΦΩ на H1(Ω) для формы оператора N1 справедливо сильное неравен-
ство коэрцитивности

‖ψ‖2eH−1/2(Γ1)
¶ C Re(N1ψ,ψ)Γ1

(ψ ∈ eH−1/2(Γ1)) (..)

и этот оператор обратим.

Доказательство аналогично доказательству предыдущей те-

оремы. Неравенство (..) следует из второго неравенства в

(..).

Оператор N2 вводится аналогично и обладает аналогичными

свойствами.

Отметим, что оператор N1 и оператор D−1
1 не совпадают: у них

разные области определения и разные области значений. Аналогич-

но не совпадают операторы N2 и D−1
2 .

Перейдем к процедурам сведе́ния смешанной задачи к задачам

Дирихле и Неймана.

Будем считать, что f = 0. (Принимаем, что мы умеем строить

решения уравнения Lu= f , ср. c п. . ниже.)

Продолжим правую часть g граничного условия на Γ1 до функ-

ции из H1/2(Γ), сохраняя для нее обозначение g. Теперь для решения

u нашей задачи мы имеем u+= g+ g1, где g1∈ eH1/2(Γ2).

С другой стороны,

h = (D(g+ g1))|Γ2
.

Получаем уравнение для g1:

D2 g1 = h1, (..)

где h1 = h− (Dg)|Γ2
–– известная функция. Но про оператор D2 мы

знаем, что он обратим. Если найдем g1, то смешанная задача све-

дется к задаче Дирихле.

Теперь покажем, как смешанная задача сводится к задаче Ней-

мана. Это в общем делается аналогично. Продолжим h до элемента

из H−1/2(Γ). После этого T+u = h + h2, где h2 ∈ eH−1/2(Γ1). Для h2

получим уравнение
N1h2 = g2, (..)
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где g2 = g− (Nh)|Γ1
–– известная функция. Оператор N1 тоже обра-

тим. Если решим это уравнение, то смешанная задача сведется к за-

даче Неймана.

В следующем параграфе будут объяснены способы сведе́ния за-

дач Дирихле и Неймана к уравнениям на границе Γ при помощи

операторов типа потенциала. Для смешанной задачи тем самым

будет показано, что она тоже сводится к уравнениям на границе.

Укажем теперь аналог разложения Вейля для пространства

H1(Ω; Γ1).

Предложение ... В предположении однозначной разрешимо-
сти задачи Дирихле пространство H1(Ω; Γ1) является прямой сум-
мой подпространства eH1(Ω) и подпространства решений задачи
Дирихле для однородной системы Lu=0 с данными Дирихле, равны-
ми нулю на Γ1. Последнее подпространство изоморфно eH1/2(Γ2).

Проверка предоставляется читателю.

.. Соотношения дуальности на Γ. Из второй формулы Гри-

на (..) вытекают соотношения

(Dϕ1,ϕ2)Γ = (ϕ1, eDϕ2)Γ, (Nψ1,ψ2)Γ = (ψ1, eNψ2)Γ. (..)

Здесь и дальше отвечающие eL операторы на границе обозначены

волной. Функции ϕ j и ψ j принадлежат соответственно H1/2(Γ)

и H−1/2(Γ).

Как следствие

(D1ϕ1,ϕ2)Γ1
= (ϕ1, eD1ϕ2)Γ1

, (N1ψ1,ψ2)Γ1
= (ψ1, eN1ψ2)Γ1

. (..)

Здесь в первом соотношенииϕ j ∈ eH1/2(Γ1), во второмψ j ∈ eH−1/2(Γ1).

Смысл формул (..) и (..) состоит в том, что в каждом

из этих четырех случаев операторы, отвечающие формально сопря-

женным системам, сопряжены относительно продолжения скаляр-

ного произведения в L2(Γ) или L2(Γ1).

.. Спектральные задачи. В этом пункте мы кратко рассмот-

рим следующие спектральные задачи.

1◦. Спектральная задача Дирихле

Lu = λu в Ω, u+ = 0 на Γ. (..)

2◦. Спектральная задача Неймана

Lu = λu в Ω, T+u = 0 на Γ. (..)
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3◦. Смешанная спектральная задача

Lu = λu в Ω, u+ = 0 на Γ1, T+u = 0 на Γ2. (..)

Это задачи со спектральным параметром в системе. Четвертая за-

дача содержит спектральный параметр в граничном условии:

4◦. Задача Пуанкаре––Стеклова

Lu = 0 в Ω, T+u = λu+ на Γ. (..)

Пятая и шестая задачи –– это тоже смешанные задачи, аналоги за-

дачи Пуанкаре––Стеклова со спектральным параметром на части

границы:

5◦. Lu = 0 в Ω, T+u = λu+ на Γ1, u+ = 0 на Γ2. (..)

6◦. Lu = 0 в Ω, T+u = λu+ на Γ1, T+u = 0 на Γ2. (..)

Еще четыре спектральные задачи будут рассмотрены в п. ..

Следует отметить, что если граница Γ и коэффициенты опера-

тора L гладкие, то, по крайней мере, задачи 1◦, 2◦ и 4◦ при условии

их эллиптичности можно рассматривать в рамках общей теории,

изложенной в § . Получаются более сильные результаты. В частно-

сти, собственные и корневые функции являются гладкими (в ¯̄Ω или

на Γ), и известны более сильные оценки остаточных членов в асимп-

тотиках собственных значений. А здесь мы остановимся на том, что

удается выяснить при липшицевой границе и коэффициентах малой

гладкости. Но для простоты считаем a j,k и b j липшицевыми. Все

факты сообщаются без доказательства.

Всюду в этом пункте предполагается выполненным сильное

неравенство Гординга (..). Как и в п. ., собственные зна-

чения неограниченных положительных операторов с компактной

резольвентой нумеруются натуральными числами с учетом крат-

ностей в порядке неубывания, собственные значения несамосопря-

женных операторов с компактной резольвентой –– также с учетом

кратностей в порядке неубывания модулей. Материал п. . можно

использовать для справок.

Начнем с первой задачи. Отвечающий ей оператор мы обозна-

чаем через LD . В общей теории, при добавочных предположениях

о гладкости, его обычно рассматривают как неограниченный опе-

ратор в L2(Ω) с областью определения H2(Ω)∩ H̊1(Ω). Мы об этом

говорили в п. .. Но сейчас такая точка зрения неудобна, потому
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что точного описания области определения этого оператора мы не

имеем. Будем рассматривать его как обратимый оператор из eH1(Ω)

в H−1(Ω). Выделим три случая.

. Предположим сначала, что L –– формально самосопряженный

оператор. Тогда из второй формулы Грина вытекает, что

(LDu, v)Ω = (u,LD v)Ω (u, v ∈ eH1(Ω)) (..)

и, следовательно,

(L−1
D f , g)Ω = ( f , L−1

D g)Ω ( f , g ∈ H−1(Ω)). (..)

Это позволяет ввести в H−1(Ω) новое скалярное произведение

〈 f , g〉H−1(Ω) = (L−1
D f , g)Ω. (..)

Здесь используется двойственность между пространствами eH1(Ω)

и H−1(Ω). Оператор L
−1
D оказывается самосопряженным компакт-

ным оператором в H−1(Ω) со скалярным произведением (..),

а LD –– самосопряженным оператором с компактной резольвентой

в этом пространстве. Напомним, что eH1(Ω) отождествляется с H̊1(Ω)

и последнее пространство содержится в H−1(Ω), поэтому спектраль-

ная задача имеет смысл. Спектр оператора LD дискретен и состоит

из положительных собственных значений, так что этот оператор

положителен, а его собственные функции принадлежат eH1(Ω), где

они, как и в H−1(Ω), образуют ортогональный базис –– относительно

скалярного произведения

〈u, v〉 eH1(Ω) = (LDu, v)Ω, (..)

совпадающего с ΦΩ(u, v) в силу первой формулы Грина. Собствен-

ные функции принадлежат также промежуточным пространствам

и там тоже образуют ортогональный базис относительно скалярных

произведений, которые вводятся при помощи степеней оператора

LD с использованием его положительности. Как мы увидим в п. .

и § , шкалу этих пространств можно несколько расширить влево

и вправо за точки промежутка [−1, 1] для индекса, а именно на

интервал (−3/2, 3/2), и там тоже собственные функции образуют

ортогональный базис.

Для собственных значений справедлива асимптотическая фор-

мула

λ j(LD) = cL j2/n
+O( j3/2n), (..)



 Глава III. Сильно эллиптические системы в липшицевых областях

где cL –– положительная постоянная. Оценка остатка здесь выво-

дится из результатов Метивье []. В более специальных случаях

в липшицевых областях выводится более сильная оценка остатка,

чем здесь, см. []. Но и оценка (..) достаточно интересна.

Для гладких скалярных задач в общем случае имеет место оценка

O( j1/n).

. Пусть теперь оператор L не является формально самосопря-

женным, но имеет формально самосопряженную старшую часть.

Рассмотрим тогда оператор
1
2

(L+ eL). Отвечающий задаче Дирих-

ле для него оператор обозначим через LD,0. Можно предположить,

что он тоже обратим. Скалярное произведение в H−1(Ω) введем

формулой вида (..), но с оператором LD,0 вместо LD . Оператор

LD , отвечающий задаче Дирихле для L, оказывается тогда слабым

возмущением самосопряженного положительного оператора LD,0:

LD = LD,0+LD,1, где ‖LD,1L
−q
D,0‖ < ∞. (..)

Здесь q=1/2 в общем случае и q=0, если LD,1 соответствует опера-

тору нулевого порядка. Получаются следующие результаты.

Спектр оператора LD дискретен, и его собственные значения

лежат в области вида

{λ = σ+ iτ : σ > 0, |τ| < Cσq}, (..)

C>0, по крайней мере c некоторого номера; при этом собственных

значений нет в замкнутой левой полуплоскости. Собственные зна-

чения имеют асимптотику

λ j = cL j2/n
+ o( j2/n) (..)

c тем же коэффициентом cL. На уточнении оценки остаточного

члена здесь не останавливаемся. Корневые функции оператора LD

в H−1(Ω) принадлежат eH1(Ω) и всем промежуточным простран-

ствам и образуют полное множество в каждом из них.

. Наконец, рассмотрим случай, когда нет никакой самосопря-

женности. Оператор LD остается оператором в H−1(Ω) с областью

определения eH1(Ω) и компактной резольвентой. Предположим, что

значения квадратичной формы ΦΩ(u, u) содержатся в угле

Θθ = {λ : |argλ| ¶ θ}. (..)

Здесь всегда θ <π/2, так как в силу условия (сильной) коэрцитив-

ности

| ImΦΩ(u, u)| ¶ C ReΦΩ(u, u). (..)
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Все собственные значения оператора LD содержатся в этом угле. Вне

угла Θθ+ǫ со сколь угодно малым ǫ > 0 справедлива оптимальная

оценка резольвенты

‖(LD−λI)−1‖ ¶ C(1+ |λ|)−1. (..)

(B предыдущем случае такая оценка верна при любом ǫ вне Θǫ при

больших |λ|.)
Полноту корневых функций в крайних и промежуточных про-

странствах можно гарантировать, если

θ < π/n. (..)

Для задачи Неймана 2◦ все основные результаты сохраняются,

только надо изменить пространства: отвечающий ей оператор LN

действует ограниченным образом из H1(Ω) в eH−1(Ω), и, например,

в случае формальной самосопряженности (в ¯̄Ω, см. п. .c) мы вво-

дим в последнем пространстве скалярное произведение

〈 f , g〉 eH−1(Ω) = (L−1
N f , g)Ω. (..)

Постоянная cL в асимптотике остается прежней, причем сохраняет

силу результат Метивье.

Поясним, что соглашение, предложенное в п. ., здесь неудоб-

но. Но собственные и корневые функции принадлежат H1(Ω). В от-

ношении работы Метивье отметим, что в ней рассматриваются ва-

риационные спектральные задачи для оператора A, определяемого

коэрцитивной формой ΦΩ(u, v) в L2(Ω):

Φ(u, v) = (Au, v)L2(Ω) (u ∈ D(A), v ∈ V),

где область определения V формы может быть подпространством

в H1(Ω), содержащим H̊1(Ω). Cр. c подпунктом  в п. . ниже. В

обозначениях п. . ниже это оператор A2.

Перейдем к смешанной спектральной задаче 3◦. Здесь карти-

на аналогична, только отвечающий задаче оператор действует из

H1(Ω; Γ1) в eH−1(Ω; Γ1). Обозначим его через Lm (m –– mixed). Пред-

полагая его обратимым, мы снова можем рассмотреть три случая.

В первом из них, когда оператор L формально самосопряженный,

мы в eH−1(Ω; Γ1) вводим скалярное произведение

〈 f , g〉 eH−1(Ω;Γ1) = (L−1
m f , g)Ω. (..)

Характер результатов остается прежним, включая асимптотику соб-

ственных значений с той же постоянной cL.
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Теперь рассмотрим задачу Пуанкаре––Стеклова 4◦. Ясно, что на

собственных функциях она эквивалентна уравнению

Dϕ = λϕ, ϕ = u+. (..)

Пусть оператор L является формально самосопряженным в ¯̄Ω.

Тогда (см. п. .)

(Dϕ1,ϕ2)Γ = (ϕ1, Dϕ2)Γ (ϕ1,ϕ2 ∈ H1/2(Γ)) (..)

и

(Nψ1,ψ2)Γ = (ψ1, Nψ2)Γ (ψ1,ψ2 ∈ H−1/2(Γ)). (..)

Последнее позволяет ввести в H−1/2(Γ) новое скалярное произведе-

ние

〈ψ1,ψ2〉H−1/2(Γ) = (Nψ1,ψ2)Γ. (..)

Теперь оператор Неймана N –– компактный самосопряженный опе-

ратор в H−1/2(Γ), а обратный к нему оператор Дирихле D –– самосо-

пряженный неограниченный оператор с компактной резольвентой

и дискретным спектром, его область определения –– пространство

H1/2(Γ). Собственные функции принадлежат H1/2(Γ) и промежуточ-

ным пространствам. Собственные значения обоих операторов поло-

жительны, собственные значения оператора D стремятся к +∞.

В случае бесконечной гладкости поверхности Γ и коэффициен-

тов в L для собственных значений из общих результатов спектраль-

ной теории эллиптических псевдодифференциальных операторов

получается асимптотика

λ j(D) = c′ j1/(n−1)
+ o( j1/(n−1)). (..)

По крайней мере, в скалярном случае (d=1) для остаточного члена

получается оценка O(1).

Определение ([]). Липшицева поверхность Γ называется по-
чти гладкой, если она является бесконечно гладкой вне замкнутого

подмножества нулевой меры.

Ясно, что в этот класс поверхностей входит обширное множе-

ство, например, двумерных поверхностей в R3 с «обозримыми»

особенностями: выпуклые криволинейные многогранники, конусы,

цилиндры и т. п., бесконечно гладкие вне своих особенностей типа

ребер, вершин и т. п.

В [] показано, что если поверхность Γ почти гладкая, то для

собственных значений λ j(D) тоже справедлива асимптотическая

формула (..).
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Пусть теперь только главная часть оператора L является фор-

мально самосопряженной. Тогда и N , и D можно рассматривать

как слабые возмущения самосопряженных операторов в H−1/2(Γ),

обозначим их через N0 и D0; последние отвечают формально само-

сопряженному оператору в Ω с той же главной частью. Скалярное

произведение вводится при помощи оператора N0:

〈ψ1,ψ2〉H−1/2(Γ) = (N0ψ1,ψ2)Γ. (..)

Соответствующее q (ср. с (..)) меньше 1, но его точное значе-

ние мы выяснять не будем. Результаты состоят в следующем. Кор-

невые функции принадлежат H1/2(Γ) и промежуточным простран-

ствам и образуют там полные системы. Собственные значения опе-

ратора D лежат в сколь угодно узком угле Θǫ с некоторого номе-

ра, зависящего от ǫ, и имеют ту же асимптотику. Их нет в левой

полуплоскости Reλ< 0. Вне угла Θǫ при больших |λ| справедлива

оптимальная оценка для резольвенты оператора D:

‖(D−λI)−1‖ ¶ C|λ|−1. (..)

Если же нет никакой самосопряженности, то пусть Θθ –– угол,

содержащий все значения квадратичной формы ΦΩ(u, u) при u ∈
∈ H1(Ω). Все собственные значения оператора N (и оператора D)

содержатся в Θθ . Вне угла Θθ+ǫ со сколь угодно малым ǫ > 0 спра-

ведлива та же оптимальная оценка резольвенты (..). Корневые

функции снова принадлежат H1/2(Γ) и промежуточным простран-

ствам. Их полноту в этих пространствах можно гарантировать при

2(n−1)θ <π.

Перейдем к задачам 5◦ и 6◦.
В задаче 5◦ функции ϕ= u+ равны нулю на Γ2, и на собствен-

ных функциях ϕ задача эквивалентна уравнению D1ϕ=λϕ. Основ-

ное гильбертово пространство –– это H−1/2(Γ1), и если оператор L
формально самосопряженный, то D1 –– самосопряженный оператор

в этом пространстве со скалярным произведением

〈ψ1,ψ2〉H−1/2(Γ1) = (D−1
1 ψ1,ψ2)Γ1

, (..)

имеющий область определения eH1/2(Γ1).

В задаче 6◦ функции ψ= T+u равны нулю на Γ2. На собствен-
ных функциях задача эквивалентна уравнениюψ=λN1ψ. Основное

гильбертово пространство для нее –– это eH−1/2(Γ1). В нем N1 –– ком-

пактный оператор с областью значений H1/2(Γ1). Если оператор L
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формально самосопряженный, то N1 –– самосопряженный оператор

в пространстве eH−1/2(Γ1) со скалярным произведением

〈ψ1,ψ2〉 eH−1/2(Γ1) = (N1ψ1,ψ2)Γ1
. (..)

Спектральные свойства операторов N1 и D−1
1 в остальном анало-

гичны спектральным свойствам оператора N . Отметим, что в спек-

тральной асимптотике для N1 и D−1
1 коэффициенты одинаковы, хотя

собственные функции и собственные значения разные.

Пример. Рассмотрим уравнение Лапласа в квадрате

{(x, y): 0 < x < π, 0 < y < π}.

Пусть Γ1 –– его левая сторона, а Γ2 состоит из трех других сторон.

Задача 5◦ имеет решения sh j(π − x) sin jy ( j = 1, 2, …), а задача

6◦ –– решения ch j(π− x) cos jy ( j = 0, 1, …). Собственные функции

оператора D−1
1 –– это sin jy, а собственные функции оператора N1 ––

это cos jy. Собственные значения соответственно равны j−1 th( jπ)

и j−1 cth( jπ). Они разные в двух задачах, но их асимптотика одина-

кова.

.. Основные граничные задачи в более общих простран-

ствах Hs. Не выходя за рамки пространств H s, можно существен-

но обобщить сначала формулу Грина (..), а затем постановки

основных граничных задач. Коэффициенты a j,k(x) и b j (x) сейчас

будем предполагать принадлежащими C1/2(¯̄Ω), коэффициент c(x) ––

ограниченным и измеримым. Но там, где нужен формально сопря-

женный оператор, считаем b j липшицевыми.

Предложение ... Форма ΦΩ ограничена на прямом произве-
дении пространств H1+s(Ω) и H1−s(Ω), |s|<1/2:

|ΦΩ(u, v)| ¶ C‖u‖H1+s(Ω)‖v‖H1−s(Ω). (..)

Доказательство. Пусть сначала ΦΩ состоит только из старших

членов. Если u∈H1+s(Ω) и v∈H1−s(Ω), то ∂ku∈H s(Ω), a j,k∂ku∈H s(Ω)

и ∂ j v ∈ H−s(Ω). При |s| < 1/2 последние пространства совпадают

с соответствующими пространствами eH±s(Ω) и двойственны отно-

сительно продолжения скалярного произведения в L2(Ω) на их пря-

мое произведение. Младший член рассматриваем как произведение

функций из L2(Ω). Средние члены –– тоже, если s>0. Если же s<0,

то пользуемся тем, что b j ∂ ju ∈ H s(Ω), v ∈ eH−s(Ω). Мы видим, что

получается неравенство (..).
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Замечание. Отметим, что предположения о гладкости коэффи-

циентов можно ослабить, если зафиксировать интересующее нас s.

Тогда достаточно, чтобы a j,k и b j были мультипликаторами в H s(Ω).

Кроме того, как видно из доказательства, при s>0 достаточно счи-

тать коэффициенты b j ограниченными и измеримыми, если не нуж-

на сопряженная задача.

Это замечание следует иметь в виду и в дальнейшем.

Теперь запишем формулу Грина:

(Lu, v)Ω = ΦΩ(u, v)− (T+u, v+)Γ. (..)

Здесь u ∈ H1+s(Ω), v ∈ H1−s(Ω), |s| < 1/2. Мы будем сначала счи-

тать, что Lu ∈ eH−1+s(Ω), тогда левая часть имеет смысл. Далее,

v+ ∈H1/2−s(Γ), и ограничение на s определяется условиями приме-

нимости теоремы о следе. Конормальную производную, как и рань-

ше, мы определяем формулой Грина.

Предложение ... При |s|<1/2 выполняется неравенство

‖T+u‖H−1/2+s(Γ) ¶ C
�
‖u‖H1+s(Ω)+‖Lu‖ eH−1+s(Ω)

�
. (..)

Доказательство. Имеем

|(T+u, v+)Γ| ¶ |(Lu, v)Ω|+ |ΦΩ(u, v)| ¶
¶ C2

�
‖Lu‖ eH−1+s(Ω)+‖u‖H1+s(Ω)

�
‖v‖H1−s(Ω).

Отсюда следует (..), так как

‖T+u‖H−1/2+s(Γ) ¶ C3 sup
v+ 6=0

|(T+u, v+)Γ|
‖v+‖H1/2−s (Γ)

и здесь норма в знаменателе оценивается снизу через ‖v‖H1−s(Ω) при

надлежащем выборе v по v+.

Задачи Дирихле и Неймана с однородными граничными усло-

виями обобщаются теперь следующим образом. Они по-прежнему

определяются формулой Грина без граничного слагаемого. Но те-

перь в задаче Дирихле

u ∈ eH1+s(Ω), Lu = f ∈ H−1+s(Ω), v ∈ eH1−s(Ω).

В задаче Неймана

u ∈ H1+s(Ω), Lu = f ∈ eH−1+s(Ω), v ∈ H1−s(Ω).

При этом |s|<1/2, что, как уже сказано, диктуется теоремой о следе.

В обеих задачах f и v принадлежат сопряженным пространствам.
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Вопрос о том, при каких s эти задачи однозначно разрешимы,

уже не решается при помощи теоремы Лакса––Мильграма, так как

при s 6= 0 решение и правая часть не принадлежат взаимно сопря-

женным пространствам. Обсуждение будет проведено в §  с ис-

пользованием некоторых результатов теории интерполяции (§ ),

причем там мы включим в рассмотрение и более общие простран-

ства, которые введем в § . Сейчас мы сформулируем результаты,

относящиеся к пространствам H s, без доказательства. (Пока этих ре-

зультатов нет, рано обсуждать обобщение нашего соглашения, приня-

того в п. ..) Утверждения о системах с формально самосопряжен-

ной главной частью получатся в предположении, что a j,k(x) и b j при-

надлежат C0,1(¯̄Ω). Но если удовлетвориться результатами для поло-

жительных s, то b j можно считать ограниченными и измеримыми.

В формулировке результата для матричной задачи Неймана по-

надобится дополнительное условие, состоящее в неотрицательности

подынтегрального выражения в форме ΦΩ(u, u):∑
ar,s

j,k(x)ζs
kζ

r
j ¾ 0. (..)

Оно накладывается на точки x из окрестности границы. Заметим,

что оно следует, например, из нашего условия (..), достаточно-

го для коэрцитивности формы ΦΩ на H1(Ω), и по этой причине не

является слишком обременительным.

Теорема ... . Пусть формаΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω).
Тогда существует такое ǫ=ǫ(L)∈ (0, 1/2], что отвечающий задаче
Дирихле с однородными граничными условиями оператор

LD : eH1+s(Ω)→ H−1+s(Ω)

обратим при |s|<ǫ. Если оператор L имеет формально самосопря-
женную главную часть, то ǫ(L)= 1/2. Если есть только сильная
эллиптичность, но нет сильной коэрцитивности, то оператор LD

фредгольмов при |s|< ǫ, причем размерности ядра и коядра этого
оператора совпадают и не зависят от s.

. Пусть форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω). Тогда суще-
ствует такое ǫ= ǫ(L)∈ (0, 1/2], что отвечающий задаче Неймана
с однородными граничными условиями оператор

LN : H1+s(Ω)→ eH−1+s(Ω)

обратим при |s|<ǫ. Если оператор L имеет формально самосопря-
женную главную часть и в матричном случае выполнено дополни-
тельное условие (..) в окрестности границы, то ǫ(L)=1/2. Если
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есть только коэрцитивность, но нет сильной коэрцитивности, то
оператор LN фредгольмов при |s|<ǫ, причем размерности ядра и ко-
ядра этого оператора совпадают и не зависят от s.

Числа ǫ(L) для задач Дирихле и Неймана, если они есть для

обеих задач, мы для простоты обычно будем считать одинаковыми

(приравнивая их меньшему из них). Кроме того, будем считать, что

ǫ(L)=ǫ(eL).

Утверждения о фредгольмовости следуют из утверждений об об-

ратимости для оператора L+τI вместо L c достаточно большим τ.

Утверждения о независимости размерностей ядра и коядра от s –– из

того, что элементы ядер не зависят от s.

Все это обобщается на задачи Дирихле и Неймана с неодно-

родными граничными условиями, как в п. .. Некоторые детали

в более общей ситуации читатель найдет в § . Следствия для опе-

раторов D и N в пространствах H s мы отметим немного ниже.

Утверждения об однозначной разрешимости или фредгольмо-

вости имеют место одновременно с утверждениями о повышении

гладкости. В частности, для задач с однородными граничными усло-

виями, если −ǫ < s′< s′′< ǫ и решение принадлежит пространству

с индексом 1+ s′, а правая часть –– пространству с индексом−1+ s′′,
то решение принадлежит пространству с индексом 1+ s′′. (Анало-

гичную связь утверждений мы обсуждали в §§  и .) Получают-

ся также утверждения о гладкости собственных и присоединенных

функций наших спектральных задач. Обобщаются утверждения об

их полноте или базисности.

Далее, на те s, для которых получается однозначная разреши-

мость задачи Дирихле, разложение Вейля обобщается на простран-

ства H1+s(Ω). В теореме, которую мы сейчас приведем, учтено, что

пробные функции принадлежат H1−s(Ω). Обозначения пространств

придется немного усложнить по сравнению с п. ..

Теорема ... Пусть задача Дирихле для системы с опера-
тором L однозначно разрешима при |s| < ǫ. Тогда пространство
H1+s(Ω) разлагается в прямую сумму H1(s)∔ H2(s) подпростран-
ства H1(s) = eH1+s(Ω)= H̊1+s(Ω) функций с нулевыми граничными
значениями и подпространства H2(s)=H2(s, L) решений однородной
системы Lu=0 в Ω.

Для соответствующего разложения u= u1+ u2 сохраним назва-

ние разложение Вейля в H1+s(Ω), отвечающее оператору L.
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Пусть и для формально сопряженной системы задача Дирихле

однозначно разрешима при |s|<ǫ. Договоримся считать, что Lu2=0

и eLv2 = 0 для разложения Вейля v = v1 + v2 в H1−s(Ω), отвечающе-

го оператору eL. Тогда при этих s остается справедливой формула

(..):

ΦΩ(u, v) = (Lu1, v1)Ω+ (T+u2, v+2 )Γ. (..)

Это позволяет распространить на рассматриваемые сейчас s
и формулу (..). Запишем ее обобщение так:

eH−1+s(Ω) = eH−1+s
1 (Ω)∔ eH−1+s

2 (Ω). (..)

Здесь справа первое подпространство состоит из непрерывных ан-

тилинейных функционалов на eH1−s(Ω), продолженных нулем на

H2(−s, eL), оно изоморфно H−1+s(Ω) и не содержит функционалов, со-

средоточенных на Γ. Второе подпространство справа в (..) состо-

ит из функционалов с носителями на Γ, оно изоморфно H−1/2+s(Γ).

Двусторонняя априорная оценка для решений задачи Дирихле

в рассматриваемых сейчас пространствах получается с использова-

нием разложения Вейля. Задача Неймана сводится к задаче Дирих-

ле (..) для неоднородной системы в eH1+s(Ω) и задаче Неймана

(..) для однородной системы в H2(s, L). Для решения u=u1+u2

снова получается двусторонняя оценка.

Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω) и оператор LD

обратим при |s|<ǫ, то оператор Дирихле D продолжается до огра-

ниченного оператора из H1/2+s(Γ) в H−1/2+s(Γ) при тех же s. Ана-

логично, если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω) и оператор

LN обратим при |s|< ǫ, то оператор Неймана N продолжается до

ограниченного оператора из H−1/2+s(Γ) в H1/2+s(Γ) при тех же s.

Конечно, если выполнено второе предположение, то операторы D
и N обратимы и это взаимно обратные операторы.

Для спектральных задач для операторов D и N на Γ получаются

утверждения о гладкости, полноте и базисности, аналогичные упо-

мянутым выше.

Сказанное обобщается и на смешанные задачи, но при |s|<ǫ c

достаточно малым ǫ.

Разложение Вейля пространства H1(Ω; Γ1), указанное в предло-

жении .., обобщается на H1+s(Ω; Γ1) с s, близкими к нулю. Это
пространство является прямой суммой подпространства eH1+s(Ω)

и подпространства решений задачи Дирихле для однородной си-
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стемы с данными Дирихле, равными нулю на Γ1. Последнее под-
пространство изоморфно eH1/2+s(Γ2). Теорему Шнейберга можно

применять либо к оператору в этих пространствах, отвечающему

задаче с однородными граничными условиями, либо к операторам,

возникающим при сведе́нии смешанной задачи к уравнениям на

границе.

.. Примеры.

. Сначала мы рассмотрим пример хорошо известной сильно

эллиптической системы с двумя разными задачами Неймана, возни-

кающими при разных записях этой системы в дивергентной форме,

или, что то же, при разном выборе квадратичной формы. Это уже

упомянутая в п. . система Ламе

Lu := −µ∆u− (λ+µ) graddiv u = f . (..)

Здесь d=n, так что это (n×n)-система; λ, µ –– вещественные числа,

называемые параметрами Ламе упругой среды. Символ этого одно-

родного оператора равен

µ|ξ|2I+ (λ+µ)(ξ1, …, ξn)′(ξ1, …, ξn), (..)

и соответствующая квадратичная форма имеет вид

µ|ξ|2|ζ|2+ (λ+µ)|ξ ·ζ|2. (..)

Отсюда видно, что система сильно эллиптична при

µ > 0, λ > −2µ. (..)

Это необходимые и достаточные условия (для проверки необходи-

мости второго условия достаточно написать левый верхний элемент

матрицы (..), он должен быть положительным).

Первая возможная запись оператора L в дивергентной форме

видна из (..):

(Lu)k = −µdiv grad uk− (λ+µ)∂k div u (k = 1, …, n). (..)

Имеет место формула Грина

(Lu, v)Ω = ΦΩ(u, v)− (T+u, v+)Γ (..)

с (гладкой) конормальной производной

T+u = T+1 u = µ∂νu+ (λ+µ)(div u)ν (..)
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и формой

ΦΩ(u, v) = ΦΩ,1(u, v) =

=

∫

Ω

� n∑
1

µgrad uk ·grad ¯̄vk+ (λ+µ) div u ·div ¯̄v
�

dx. (..)

Ясно, что коэрцитивность на H1(Ω) имеет место при µ>0, λ¾−µ.

Но так как

|div u|2 ¶ n
n∑
1

|∂ j u j |2 ¶ n|grad u|2,

то условиям коэрцитивности можно придать вид

µ > 0, λ > −µ(n+1)/n. (..)

Физически важнее другая задача (the traction problem), в кото-

рой

(Lu)k = −µ
∑

j
∂ j(∂ku j+ ∂ juk)−λ∂k div u (k = 1, …, n) (..)

и формула Грина имеет место с (гладкой) конормальной производ-

ной

T+u = T+2 u = µ(∂ juk+ ∂ku j)ν+λ(div u)ν (..)

(в первых скобках –– матрица) и формой

ΦΩ,2(u, v) =

=

∫

Ω

�
µ

2

n∑
j,k=1

(∂ juk+ ∂ku j)(∂ j¯̄vk+ ∂k¯̄vj)+λdiv u ·div ¯̄v
�

dx. (..)

Очевидно, что коэрцитивность на H1(Ω) имеет место в силу второго

неравенства Корна (..) при µ> 0, λ¾ 0. Но она на самом деле

имеет место при

µ > 0, λ > −2µ/n. (..)

Это следует из неравенств []

|div u|2 ¶ n
n∑
1

|∂ j u j |2 ¶
n
4

n∑
j,k=1

|∂ j uk+ ∂ku j|2.

. Теперь мы построим примеры сильно эллиптических систем

-го порядка, для которых соответствующие формы не коэрцитивны
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на H1(Ω). Эти примеры подсказаны рассмотрениями Агмона в кни-

ге [, Sec. ] скалярных сильно эллиптических уравнений высоко-

го порядка.

Пусть P(D) –– матричный однородный эллиптический оператор

1-го порядка с вещественными постоянными коэффициентами, d¾2.

Например,

P(D) =

�
D1 D2

−D2 D1

�
. (..)

Здесь d=n=2. Положим (в общем случае)

L(D) = P′(D) · P(D)+τI, (..)

где штрих обозначает транспозицию и τ –– сколь угодно большая

положительная постоянная, D j=−i∂ j. Оператор L(D) сильно эллип-

тичен: при вещественных ξ для его старшей части имеем в силу

однородности и невырожденности матрицы P(ξ)

L0(ξ)ζ ·ζ = |P(ξ)ζ|2.

Область Ω может быть любой, в частности имеющей гладкую гра-

ницу. Форму ΦΩ определим формулой

ΦΩ(u, v) =
∫

Ω

�
P(D)u(x) · P(D)v(x)+τu(x) · v(x)

�
dx, (..)

τ>0. Форма ΦΩ(u, u) сильно коэрцитивна на eH1(Ω).

Пусть определитель матрицы P(ζ) обращается в нуль при неко-

тором (невещественном) ζ, и пусть u0 –– соответствующий соб-

ственный вектор. Тогда старшая часть формы ΦΩ(u, u) обращается

в нуль при подстановке в нее функций

uλ(x) = eiλζ·xu0. (..)

Размерность натянутого на них линейного пространства бесконеч-

на. Если предположить, что при некотором τ имеет место неравен-

ство
‖u‖2

H1(Ω)
¶ CΦΩ(u, u),

то мы приходим к противоречию. Действительно, на только что

указанных функциях и их линейных комбинациях оно принимает

вид
‖u‖2

H1(Ω)
¶ Cτ‖u‖2L2(Ω)
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и распространяется на пределы этих линейных комбинаций в H1(Ω).

Но такое неравенство влечет конечномерность этого пространства:

единичный шар в нем в L2-норме оказывается компактным.

Более того, при τ=0 конормальные производные P′(ν)[P(D)u]+

всех этих функций оказываются нулевыми. Значит, задача Неймана

для рассмотренных систем нефредгольмова при любом τ.

Интересно отметить, что в случае оператора (..) оператор

(..) распадается на два скалярных оператора −∆+τ. Если со-

ответствующую форму записать в виде

∫

Ω

(∇u ·∇¯̄v)+τu · ¯̄v) dx,

то она, конечно, сильно коэрцитивна на H1(Ω). Этот пример до-

полняет предыдущий и снова говорит о том, что наличие или от-

сутствие коэрцитивности на H1(Ω) зависит не только от главного

символа оператора L, но и от выбора записи этого оператора в ди-

вергентной форме. Гладкая конормальная производная зависит от

этой записи.

.. Другие задачи.

. Сначала приведем некоторые элементарные соображения, от-

носящиеся к третьей краевой задаче, или задаче Робена (ср., напри-

мер, []):

Lu = f в Ω, T+u+βu+ = h. (..)

Здесь β = β(x) –– заданная на границе d× d-матрица, которую мы

для простоты предположим имеющей неотрицательную действи-

тельную часть:

Reβ(x) ¾ 0. (..)

Достаточно считать что ее элементы ограничены и измеримы на Γ.

Формула Грина для u, v∈H1(Ω) принимает вид

( f , v)Ω+ (h, v+)Γ = ΦΩ(u, v)+ (βu+, v+)Γ. (..)

Если форма ΦΩ(u, u) сильно коэрцитивна на H1(Ω), то это же вер-

но в отношении формы ΦΩ(u, u) + (βu+, u+)Γ, и тогда по теоре-

ме Лакса––Мильграма получается однозначная разрешимость зада-

чи в H1(Ω) при f ∈ eH−1(Ω), h∈H−1/2(Γ). В сущности это небольшое

обобщение того, что мы знаем про задачу Неймана.
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Можно содержательным образом развивать эту тему дальше, но

мы ограничимся сказанным.

. Упомянем задачу с косой производной. В случае уравнения

Лапласа она имеет вид

∆u = 0 в Ω, ∇u ·W = h на Γ. (..)

В работе [] W –– векторное поле, образующее острый угол с нор-

малью. В литературе эта задача рассматривалась и для более общих

уравнений в липшицевых областях [].

. Упомянем теперь довольно широкий класс задач, которые

легко формулируются в случае однородных граничных условий.

Пусть V –– подпространство в H1(Ω), содержащее H̊1(Ω)= eH1(Ω):

H̊1(Ω) ⊂ V ⊂ H1(Ω). (..)

Пусть V∗ –– сопряженное к V пространство относительно продолже-

ния скалярного произведения в L2(Ω). Ставится задача нахождения

решения u ∈ V уравнения Lu= f с f ∈ V∗. Слабая постановка оче-

видна:
( f , v)Ω = ΦΩ(u, v) (v ∈ V). (..)

Сильная коэрцитивность формы ΦΩ на H1(Ω) влечет ее сильную

коэрцитивность на V и, следовательно, однозначную разрешимость

задачи. Очевидно, что смешанные задачи с однородными гранич-

ными условиями принадлежат к этому классу.

.. Два классических операторных подхода к вариацион-

ным задачам. Рассмотрим сначала следующую абстрактную ситу-

ацию. Пусть заданы три гильбертовых пространства H−1, H0, H1

с компактными и плотными вложениями

H−1 ⊃ H0 ⊃ H1. (..)

Скалярныe произведения и нормы в этих пространствах обозначим

через (· , ·)k и ‖ · ‖k, k=−1, 0, 1. Предположим, что пространства H−1

и H1 дуальны относительно формы (u, v)0. Далее, предположим, что

на H1× H1 задана ограниченная полуторалинейная форма Φ(u, v),

удовлетворяющая неравенству (сильной) коэрцитивности

‖u‖21 ¶ C ReΦ(u, u). (..)

Тогда соотношение

Φ(u, v) = (A1u, v)0 (u, v ∈ H1) (..)
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определяет ограниченный линейный оператор A1 : H1→H−1, и этот

оператор обратим по теореме Лакса––Мильграма (см. п. .); см.

также [, гл. , теор. .]. Это модель первого и уже рассмотренного

в этом параграфе подхода к вариационным задачам с однородными

граничными условиями. В случае сильно эллиптической системы

-го порядка пространство H0 –– это, конечно, L2(Ω). В задачах Ди-

рихле, Неймана и смешанной задаче соответственно

H1 =
eH1(Ω), H−1 = H−1(Ω), A1 = LD,

H1 = H1(Ω), H−1 =
eH−1(Ω), A1 = LN ,

H1 = H1(Ω; Γ1), H−1 =
eH−1(Ω; Γ1), A1 = Lm.

(..)

Этот подход и в нашем дальнейшем изложении теории в липшице-

вых областях (в §§  и ) будет рассматриваться как основной.

Та же форма Φ определяет «сопряженный» к A1 оператор A∗1
в смысле

Φ(u, v) = (u, A∗1v)0 (u, v ∈ H1) (..)

или, что то же,

Φ(v, u) = (A∗1u, v)0 (u, v ∈ H1). (..)

Пусть Λ –– наименьший замкнутый угол (сектор) с биссектрисой

R+, содержащий все значения формы Φ(u, u). Из (..) следует,

что мнимая часть формы оценивается через вещественную, поэто-

му раствор этого сектора меньше π. Оператор A1 в H−1 имеет об-

ласть определения H1 и дискретный спектр, содержащийся в этом

угле; при этом собственных значений нет в некоторой окрестности

начала. То же верно для оператора A∗1. Корневые векторы лежат

в H1.

Пусть теперь форма Φ(u, v) эрмитова:

Φ(u, v) = Φ(v, u) (u, v ∈ H1). (..)

В этом случае сектор Λ –– это просто луч ¯̄R+. Переобозначим форму

в этом случае через Ψ(u, v) и соответствующий оператор через S1.

Он обратим. Мы имеем (S1u, v)0= (u, S1v)0. Эрмитова форма

〈u, v〉1 = Ψ(u, v) = (S1u, v)0 = (u, S1v)0 (..)

на H1 удовлетворяет условию коэрцитивности

‖u‖21 ¶ C〈u, u〉1 (u ∈ H1), (..)
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и мы можем принять ее за скалярное произведение в H1. Cоответ-

ствующая норма эквивалентна исходной норме в H1. Заменяя u на

S−1
1 u и v на S−1

1 v, получаем новое скалярное произведение в H−1

〈u, v〉−1 = (S−1
1 u, v)0 = (u, S−1

1 v)0. (..)

Соответствующая норма эквивалентна исходной норме в H−1, а опе-

ратор S1 (c областью определения H1) является самосопряженным

в H−1 относительно этого скалярного произведения. Мы уже ис-

пользовали эту возможность в п. .. Компактный оператор S−1
1

в H−1 тоже является самосопряженным относительно этого скаляр-

ного произведения.

В общем случае, поскольку операторы A1 и A∗1 в H−1 имеют

общую область определения H1, вещественная часть S1 этих опе-

раторов легко вводится как их полусумма. Соответствующая форма

Ψ(u, v) есть полусумма форм Φ(u, v) и Φ(v, u), она при u= v поло-

жительна и удовлетворяет неравенству (..)

‖u‖21 ¶ CΨ(u, u). (..)

По оператору S1 определяются скалярные произведения (..)

и (..). Фактически он строится по форме Φ.

Мы еще хотим указать оценку для резольвенты оператора A1,

аналогичную (..).

Предложение ... Пусть Λ′ –– открытый угол с вершиной
в начале, содержащий Λ\ {0}. Тогда при λ∈C \Λ′ для решения v(λ)

уравнения (A1−λI)v(λ)= f , f ∈H−1, справедлива оценка

‖v(λ)‖1+ |λ|‖v(λ)‖−1 ¶ C1‖ f ‖−1 (..)

с постоянной C1, не зависящей от f и λ.

Проверка аналогична проверке оценки (..).

Второй подход к нашим задачам состоит в том, что по существу

то же, что и (..), соотношение

Φ(u, v) = (A2u, v)0 (v ∈ H1) (..)

рассматривается как определяющее неограниченный линейный опе-

ратор A2 в H0 c областью определения H2=D(A2), содержащейся

в H1:

H1 ⊃ H2. (..)

В абстрактных рамках область определения D(A2) оператора A2

определяется так. Она состоит из таких u∈ H1, что антилинейный
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функционал Φ(u, v) на H1 непрерывен по норме ‖v‖0:

|Φ(u, v)| ¶ Cu‖v‖0. (..)

Он поэтому продолжается до непрерывного антилинейного функци-

онала на H0 и записывается в виде (..). В H2 вводится норма

графика

‖u‖2 = (‖u‖20+‖A2u‖20)1/2, (..)

после чего H2 становится гильбертовым пространством, а A2 ––

ограниченным оператором из H2 в H0.

Заметим, что если A1u= f ∈ H0, то форма Φ(u, v)= ( f , v)0, ко-

нечно, непрерывна по v в H0 и A2u= A1u, A−1
2 f = A−1

1 f . Поэтому

A2 –– сужение оператора A1 на H2. В наших конкретных задачах это

реализации соответствующего оператора L в L2(Ω). Спектры и кор-

невые векторы у операторов A1 и A2 одинаковы. Это следует из того,

что собственные векторы оператора A1 принадлежат H0, а значит,

H2, поскольку собственные значения ненулевые. Ср. с п. .. Анало-

гично обстоит дело с операторами A∗2 и A∗1, а также с операторами

S2 и S1, из которых первый определяется формой Ψ(u, v) в H0 и яв-

ляется самосопряженным в этом пространстве:

Ψ(u, v) = (S2u, v)0 = (u, S2v)0 (u, v ∈ D(S2)). (..)

Оператор A∗2 является сопряженным к A2.

Предложение ... Оператор A2 обратим. То же верно для
операторов A∗2 и S2.

Доказательство ([, с. ]). Что из A2u= 0 следует u= 0, вид-

но из (..) и (..). Покажем, что уравнение A2u= f имеет

решение в H2 при любом f ∈H0. Ср. c п. ..

Формы Φ(u, v) и (u, v)1 –– это два общих представления непре-

рывного антилинейного функционала над H1. Поэтому существует

такой ограниченный обратимый оператор B в H1, что

Φ(u, v) = (Bu, v)1 (u, v ∈ H1). (..)

Если f ∈ H0, то ( f , v) –– непрерывный антилинейный функционал

над H0 и, значит, непрерывный функционал над H1. Поэтому суще-

ствует такой непрерывный оператор J из H0 в H1, что

( f , v)0 = (Jf , v)1 (v ∈ H1). (..)

Если A2u= f , то

(Bu, v)1 = Φ(u, v) = ( f , v)0 = (Jf , v)1 (v ∈ H1).
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Получаем Bu= Jf , откуда u= B−1Jf . Как легко проверить, это форму-

ла для искомого решения в H1, но оно лежит в H2, так как f ∈H0.

Как и в теореме Лакса––Мильграма, это утверждение сохраняет-

ся, если справа в (..) заменить действительную часть формы ее

модулем.

Следствие ... Пространство H2 = D(A2) плотно и ком-
пактно вложено в H1. То же верно для D(A∗2) и D(S2).

Доказательство. Этот оператор вложения E2,1 можно предста-

вить в виде S−1
1 E0,−1S2, где E0,−1 –– оператор вложения H0 в H−1. Он

компактен, как и S−1
1 . Поэтому E2,1 компактен.

Далее, если u0∈H1, то v0=S1u0 можно аппроксимировать в H−1

элементами vk ∈H0. Тогда wk=S−1
2 vk принадлежат H2 и сходятся к u0

в H1.

См. также [, гл. VI, § ].

Для оператора A2 справедлив также аналог предложения ..:

Предложение ... Для решений v(λ) в H2 уравнения

(A2−λI)v(λ) = f , f ∈ H0,

при λ∈C \Λ′ справедлива оценка

‖v(λ)‖2+ |λ|‖v(λ)‖0 ¶ C‖ f ‖0. (..)

с постоянной, не зависящей от f и λ. То же верно для операторов A∗2
и S2 вместо A2.

Доказательство. Пусть сначала λ находится в угле раствора

меньше π с биссектрисой R−. Тогда

ReΦ(v(λ), v(λ))−Reλ(v(λ), v(λ)) = Re( f , v(λ)),

и здесь первое слагаемое слева неотрицательно. Получаем

|Reλ|‖v(λ)‖0 ¶ ‖ f ‖0,

что дает нужную оценку второго слагаемого слева в (..). На λ

из C \Λ′ она распространяется переходом от Φ к формам eiθ
Φ с ма-

лыми |θ |. Чтобы оценить первое слагаемое слева в (..), надо

оценить ‖v(λ)‖0 и ‖A2v(λ)‖0. Но первое фактически уже сделано,

а A2v(λ)= f +λv(λ), здесь второе слагаемое справа мы только что

оценили.

Второй подход к задачам для сильно эллиптических систем тоже

общеизвестен, отражен, например, в монографиях [] и [, гл. VI,
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§ ] и рассматривался в очень многих работах. Конечно, важней-

ший вопрос –– возможно более полное описание пространства H2.

Для уравнений -го порядка с гладкими коэффициентами в области

с гладкой границей оно получается, если выполнены условия эллип-

тичности, из результатов общей теории, изложенной у нас в § . Это

подпространство в H2(Ω), выделяемое однородными граничными

условиями. При этом ясно, что, например, в случае задачи Неймана

области определения операторов A2 и A∗2 могут быть различными.

Оба подхода обобщаются на ситуацию, когда задача перво-

начально фредгольмова и приводится к однозначно разрешимой

включением в L слагаемого µu с достаточно большим положитель-

ным µ. Оба подхода распространяются также также на задачи для

систем высших порядков.

Первый подход удобен тем, что пространства заданы заранее

и «адекватны» рассматриваемой задаче, как в «гладких» задачах.

Для второго подхода это так обычно только в гладком случае. Но он

удобен тем, что оператор A2 всегда действует в L2(Ω).

Операторы A1 и A2 имеют у нас дискретный спектр, поскольку

их области определения компактно вложены соответственно в про-

странства H−1 и H0.

В п. . мы обсудим важные факты, относящиеся к дробным

степеням операторов A1 и A2.

§ . Операторы типа потенциала и задачи сопряжения

.. Система на торе. Материал этого параграфа, очень важ-

ный в теории сильно эллиптических систем в липшицевых обла-

стях, удобно излагать, рассматривая систему в двух примыкающих

одна к другой областях, внутренней и внешней. Но в неограничен-

ной внешней области приходится разбираться в условиях на беско-

нечности. Чтобы упростить изложение, мы предположим, что об-

ласть Ω= Ω+ лежит на стандартном торе T= Tn с 2π-периодиче-

скими координатами x= (x1, …, xn) и связная липшицева граница Γ

отделяет ее от второй области Ω−, дополняющей замыкание Ω+ до

тора, так что

T = Ω+∪Γ∪Ω−.

Нормаль ν в точках на Γ, в которых она есть, считаем направленной

вΩ−, так что дляΩ− она является внутренней. Это надо будет учиты-
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вать в формулах для Ω−. Конормальную производную функции u на

Γ со стороны Ω− будем обозначать через T−u. Если она гладкая, то

образована при помощи внутренней по отношению к Ω− нормали.

В случае однозначной разрешимости задач Дирихле и Неймана вΩ±

мы теперь имеем четыре оператора Пуанкаре––Стеклова:

N±T±u = ±u± и D±u± = ±T±u. (..)

Мы получим, в частности, ряд формул, аналоги которых для

классических уравнений хорошо известны.

Отметим, что теперь eH s(Ω±) –– подпространства в H s(T) (состо-

ящие из элементов с носителями в Ω±).

Систему (..) сейчас будем считать заданной и сильно эллип-

тической на торе. Коэффициенты a j,k и b j в общем случае можно

считать липшицевыми, но это предположение часто можно осла-

бить. Форму ΦT(u, v) будем предполагать сильно коэрцитивной на
H1(T). Отсюда следует сильная коэрцитивность форм ΦΩ±(u, v) на
eH1(Ω±) (как на подпространствах) и, значит, однозначная разреши-

мость задач Дирихле в Ω±. Когда это понадобится, мы предположим

сильную коэрцитивность последних форм на H1(Ω±), чтобы иметь

однозначную разрешимость и задач Неймана. Автоматически наши

предположения верны и для формально сопряженной системы, по-

скольку ей отвечают те же формы. Как правило, если система задана

только в Ω+ и удовлетворяет там нужным условиям, ее можно про-

должить на тор так, чтобы нужные условия удовлетворялись на торе

и в Ω−. Мы не будем уточнять слова «как правило».

Уравнение (система) Lu= f на торе –– это уравнение на гладком

многообразии, хотя и с не очень гладкими коэффициентами. Ни-

каких «липшицевых трудностей» c ним нет. Наши предположения

о гладкости коэффициентов позволяют рассматривать L как опе-

ратор, действующий из H1+σ(T) в H−1+σ(T) при |σ|¶ 1. При этом

вариационное (слабое) определение решения

(Lu, v)T = ΦT(u, v) (u ∈ H1+σ(T), v ∈ H1−σ(T)) (..)

равносильно обычному
Lu = f , (..)

по крайней мере в смысле правил теории обобщенных функций.

Действительно, если подействовать обеими частями в (..) на

основную функцию v ∈ C∞(T), то равенство (Lu, v)T =ΦT(u, v) по-

лучается перебрасыванием производных ∂ j на v, после чего можно
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распространить его на v ∈ H1−σ(Ω) предельным переходом. И об-

ратно, от (..) к (..) можно перейти, используя в качестве v
бесконечно гладкие функции.

Если коэффициенты в L достаточно гладкие, то для обобщения

утверждения об обратимости оператора L можно воспользоваться

результатами § . Однако любопытно то обстоятельство, что здесь

достаточна малая гладкость коэффициентов.

Теорема ... При наших предположениях о коэффициентах и о
сильной коэрцитивности на торе оператор L : H1+σ(T)→H−1+σ(T)

обратим при |σ|¶1.

В настоящем пункте мы проведем доказательство для σ=1 при

помощи построения левого параметрикса (ср. с § ). Здесь любо-

пытно также использование рядов Фурье вместо преобразования

Фурье. Закончено доказательство будет в п. . при помощи интер-

поляции (хотя не намного сложнее сразу рассмотреть всеσ); там же

будет указано обобщение этой теоремы на другие пространства.

Сначала сделаем некоторые предварительные замечания.

В пространствах H s(T) есть, как мы знаем, две эквивалентные

системы норм. Первая –– это нормы, определяемые при помощи раз-

биения единицы на торе и норм в Rn; соответствующие локальные

координаты можно считать едиными –– периодическими. Вторая ––

это нормы, определяемые при помощи рядов Фурье, они упомина-

лись в п. .:

‖u‖2H s(T) =
∑
|cα(u)|2(1+ |α|2)s, (..)

где cα(u) –– коэффициенты Фурье функции u. Соответственно будем

говорить «первые нормы» и «вторые нормы».

Рассмотрим оператор Φ умножения на функцию ϕ(x) из C0,1(T).

Если пользоваться первыми нормами, то

‖ϕu‖H0(T) ¶ sup |ϕ(x)|‖u‖H0(T). (..)

Здесь норма оператора Φ мала, если мала верхняя грань модуля

функции. Но

‖ϕu‖H1(T) ¶ sup |ϕ(x)|‖u‖H1(T)+K‖u‖H0(T). (..)

Здесь постоянная K, вообще говоря, не мала. Однако можно приме-

нить прием, использованный в п. ., и представить этот оператор

в виде суммы оператора с малой нормой в H1(T) и оператора, дей-

ствующего ограниченным образом из H0(T) в H1(T). Это понадо-

бится нам ниже.
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Для этого введем оператор

ΘN u(x) =
∑
|α|¾N

cα(u)eiα·x. (..)

Если пользоваться вторыми нормами, то операторы ΘN и I −ΘN

имеют норму 1 в любом H s(T). Оператор Φ′=Φ(I −ΘN ) действует

ограниченным образом из H0(T) в H1(T). Для оператора Φ′′=ΦΘN

получается оценка

‖Φ′′u‖H1(T) ¶ [sup |ϕ(x)|+KN−1]‖u‖H1(T), (..)

и здесь постоянная справа мала при большом N , если мала величи-

на sup |ϕ(x)|.
Доказательство теоремы для σ=1. Запишем оператор L в виде

L = a(x, D)+ L1, где a(x, D) =
∑

D j a j,k(x)Dk (..)

и L1 –– оператор первого порядка, он действует ограниченным обра-

зом из H1(T) в H0(T).

Зададим малое число η>0 (насколько малое, будет видно даль-

ше) и возьмем бесконечно гладкое разбиение единицы

M∑
1

ϕl(x) ≡ 1 (..)

на торе, настолько мелкое, что для всех коэффициентов и всех l
справедливо неравенство

‖a j,k(x)−a j,k( y)‖ ¶ η при x, y ∈ suppϕl (..)

(в качестве нормы матрицы используем, например, квадратный ко-

рень из суммы квадратов модулей ее элементов). Зафиксируем по

точке xl в носителе каждой функции ϕl. Оператор a(xl, D) опреде-

лим как получаемый из a(x, D) замораживанием коэффициентов

в точке xl:

a(xl, D) =
∑

D j a j,k(xl)Dk. (..)

Здесь не обязательно записывать производные с двух сторон от коэф-

фициента. Этот оператор допускает запись в виде ряда типа Фурье

a(xl, D)u(x) =
∑

06=α∈Zn

a(xl, α)cα(u)eiα·x, (..)

где cα(u) –– коэффициенты Фурье функции u, u∈ H2(T). В силу эл-

липтичности все коэффициенты a(xl, α) отличны от нуля, кроме ну-

левого. Для построения левого параметрикса мы введем операторы

b(xl, D) f (x) =
∑

06=α∈Zn

a−1(xl, α)cα( f )eiα·x (..)
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( f ∈H0(T)) и

b(x, D) =
M∑
1

ϕl(x)b(xl, D). (..)

Заметим, что это ограниченные операторы из H0(T) в H2(T), при-

чем норма оператора (..) ограничена постоянной, не завися-

щей от выбора точки xl.

Мы имеем

b(x, D)a(x, D) =
M∑
1

ϕl(x)b(xl, D)a(x, D) =

=

M∑
1

ϕl(x)b(xl, D)a(xl, D)+
M∑
1

ϕl(x)b(xl, D)[a(x, D)−a(xl, D)].

Первая сумма справа отличается от единичного оператора на одно-

мерный оператор. Во второй сумме мы в каждом слагаемом сум-

мы по l, j, k (см. (..)) прокоммутируем оператор умножения

на гладкую функцию ϕl и оператор b(xl, D)D j –– последний являет-

ся псевдодифференциальным оператором порядка −1 на торе с не

зависящим от x символом. Сошлемся на тот факт, что такой ком-

мутатор является оператором порядка −2 (с учетом того, что ϕl ––

скалярная функция; см. п. .). Таким образом,

b(x, D)a(x, D) = I+
∑
l, j,k

b(xl, D)D j a j,k,l(x)Dk+T1, (..)

где

a j,k,l(x) = ϕl(x)[a j,k(x)−a j,k(xl)] (..)

и T1 –– ограниченный оператор из H1(T) в H2(T). Обозначим че-

рез A j,k,l оператор умножения на функцию (..). Это оператор

c малой нормой sup |a j,k,l(x)| в H0(T). Заменим его на A j,k,lΘN +

+ A j,k,l[I−ΘN ] с большим N .

Как нетрудно убедиться, мы получаем

b(x, D)a(x, D) = I+T2+T3,

где T2 –– оператор с малой нормой в H1(T) и H2(T), и мы можем

предположить, что она меньше 1, а T3 –– ограниченный оператор из

H1(T) в H2(T).

Пусть теперь f ∈ H0(T). Решение u уравнения Lu= f заведомо

существует и единственно в H1(T). Для него мы имеем

u = (I+T2)−1[b(x, D)( f − L1u)−T3u].
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Получаем, что u ∈ H2(T). Этот результат о гладкости доказывает

существование нужного решения. Единственность следует из един-

ственности в H1(T).

Обратный к L оператор является интегральным:

(L−1 f )(x) =
∫

T

E(x, y) f ( y) dy. (..)

Ядро E(x, y) этого интегрального оператора –– фундаментальное ре-

шение для L. Если функция f задана только в Ω±, то это ньютонов-
ский, или объемный, потенциал в Ω±.

.. Определения потенциалов простого и двойного слоя.

Как и в скалярном случае, потенциал простого слоя на функциях,

скажем, из H0(Γ) обычно определяют формулой

u = Aψ(x) =
∫

Γ

E(x, y)ψ( y) dS y (x ∈ T). (..)

Это интеграл со слабой (интегрируемой) особенностью ядра. Но

нам этот оператор нужен в первую очередь при ψ∈H−1/2(Γ). Ниже

мы перейдем к более общему определению этого оператора.

Потенциал двойного слоя на достаточно гладкой границе опре-

деляют в общем случае формулой

u = Bϕ(x) =
∫

Γ

[eT+y E∗(x, y)]∗ϕ( y)dS y (x /∈ Γ). (..)

Здесь звездочка обозначает переход к эрмитово-сопряженной мат-

рице. В случае L = −∆ или −∆ + 1 звездочки и тильда не нуж-

ны. Функцию ϕ предполагают принадлежащей, по крайней мере,

H0(Γ). Но при переходе на границу (x∈Γ), вообще говоря, возника-

ет интеграл с критической особенностью, который надо понимать

как сингулярный интегральный оператор (см. формулу (..)).

Это возможно и в случае липшицевой поверхности, но ведет в этом

случае к большим аналитическим трудностям. Такие же трудности

возникают при рассмотрении первых производных потенциала про-

стого слоя. Краткое обсуждение этого подхода содержится в § 

(пункт  в замечаниях к § ). Вдобавок, как уже упомянуто, нам

нужны более общие ψ.
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Эти трудности удается обойти в другом подходе, который мы

здесь изложим и которого придерживаемся. В частности, будет ука-

зано обобщение определения оператора (..), удобное в случае

ϕ∈H1/2(Γ).

Этот подход основан на предположении об однозначной разре-

шимости задачи Дирихле. Его предложил Костабель [], опираясь

на результат Нечаса [] о регулярности решений задачи Дирихле,

и систематически изложил Маклин в книге []. Развитие этого ме-

тода c использованием однозначной разрешимости задач Дирихле

и Неймана предпринято в работах автора, здесь оно воспроизводит-

ся и завершается в нужных сейчас рамках.

Пусть γ сейчас обозначает оператор перехода от функции на

торе к ее следу на Γ. Для этого оператора естественным образом

определяется сопряженный оператор γ∗:

(γ∗ψ, v)T = (ψ, γv)Γ. (..)

Так как γ –– ограниченный оператор из H1+σ(T) в H1/2+σ(Γ) при

|σ|<1/2, то γ∗ –– ограниченный оператор из H−1/2+s(Γ) в H−1+s(T)

при |s| < 1/2. Теперь, как в работе [], определим оператор A

формулой
Aψ = L−1γ∗ψ. (..)

Автоматически получается

Предложение ... Оператор A действует ограниченным об-
разом из H−1/2+s(Γ) в H1+s(T) и, значит, в H1+s(Ω±) при |s|<1/2.

В частности, это ограниченный оператор из H−1/2(Γ) в H1(T).

С другой стороны, сравнение формул (..) и (..) показывает,

что при ψ∈H0(Γ) это один и тот же оператор.

Из определения (..) видно, что функция u = Aψ при ψ∈
∈H−1/2+s(Γ), |s|<1/2, удовлетворяет однородному уравнению Lu=0

вне Γ. На торе она удовлетворяет уравнению Lu = γ∗ψ с правой

частью, сосредоточенной на Γ. Это тоже видно из формулы (..).

Поскольку функция Aψ принадлежит H1+s(T), |s| < 1/2, она

имеет одинаковые граничные значения

γ±Aψ := Aψ, (..)

и это ограниченный оператор из H−1/2+s(Γ) в H1/2+s(Γ). Ясно также,

что T±A –– ограниченные операторы в H−1/2+s(Γ), |s|<1/2.

Теперь мы хотим дать определение оператора B в аналогичных

терминах. Это несколько сложнее.
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Заметим, что двусторонняя гладкая конормальная производная

корректно определена формулой

Tv = T±v =
∑
ν j (x)a j,k(x)γ∂kv(x) (..)

на функциях v ∈H2−s(T) при 0< s<1/2. Действительно, дифферен-

цирование и переход на границу уменьшают индекс 2− s на 3/2,

следы γ±∂kv(x) совпадают, и оператор T действует ограниченным

образом из H2−s(T) в H1/2−s(Γ).

Определим сопряженный оператор:

(T∗ϕ, v)T = (ϕ, Tv)Γ. (..)

Здесь можно считать, что ϕ∈H s−1/2(Γ) и T∗ϕ∈H s−2(T), 0< s<1/2.

Нам нужен такой оператор (eT)∗ для формально сопряженной

системы. Он вводится аналогично.

Теперь определим оператор B формулой

B = L−1(eT)∗. (..)

Идентификация двух определений (..) и (..) оператора

B при достаточно регулярныхϕ возможна, но требует специального

исследования ядра оператора (..). См. [], а также наше заме-

чание  в конце п. ..

Пока (..) –– ограниченный оператор из H s−1/2(Γ) в H s(T) при

0< s<1/2. А нам надо продолжить его для начала до ограниченного

оператора из H1/2(Γ) в H1(Ω±).

.. Формула представления решения и ее следствия. Зада-

ча сопряжения. Для указанной в конце предыдущего пункта цели

мы сначала выведем формулу представления решения через скачки

этого решения и его конормальной производной (см. ниже формулу

(..)), следуя Маклину []; см. также []. Эта формула важна

и сама по себе и будет многократно использована дальше.

Введем обозначения для скачков:

[u]Γ = u−−u+, [Tu]Γ = T−u−T+u. (..)

Теорема ... Пусть u –– функция на торе,

u|Ω± ∈ H1(Ω±) и Lu|Ω± = f ± ∈ eH−1(Ω±),

так что f = f ++ f − принадлежит H−1(T). Тогда для u как элемен-
та из H s(T), 0< s<1/2, и v∈H2−s(T) справедливо соотношение

(Lu, v)T = ( f , v)T+ ([u]Γ, eTv)Γ− ([Tu]Γ, γv)Γ. (..)
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Эту теорему мы докажем немного ниже. Поясним, что здесь счи-

таются заданными u, v и f ±, так что конормальные производные

T±u однозначно определяются формулами Грина. Конормальные

производные от v являются гладкими. В частности, теорема приме-

нима при f =0.

Следствие ... При предположениях теоремы ..

Lu = f + (eT)∗[u]Γ−γ∗[Tu]Γ (..)

и
u = L−1 f +B[u]Γ−A[Tu]Γ. (..)

Доказательство теоремы ... Запишем четыре формулы Гри-

на –– для операторов L и eL и областей Ω+ и Ω−:

(Lu, v)Ω± = ΦΩ±(u, v)∓ (T±u, v±)Γ, (..)

(u, eLv)Ω± = ΦΩ±(u, v)∓ (u±, eT±v)Γ. (..)

Мы имеем

(Lu, v)T = (u, eLv)T = (u, eLv)Ω+ + (u, eLv)Ω− . (..)

Выражения для слагаемых справа берем из (..), после чего вы-

ражения для ΦΩ±(u, v) берем из (..). Как нетрудно проверить,

это и дает соотношение (..).

Формула (..) напоминает представление, скажем, гармони-

ческих функций из учебников математической физики. Но это до-

вольно деликатная формула. Мы сначала рассматривали u как обоб-

щенную функцию на торе, а v –– как основную функцию. Равенство

(..) напоминает формулу для производной в смысле обобщен-

ных функций от кусочно-гладкой функции на прямой, см., напри-

мер, []. Затем мы воспользовались тем, что u∈H1(Ω±), благодаря

чему [u]Γ∈H1/2(Γ) и [Tu]Γ∈H−1/2(Γ).

Из (..) для решений однородной системы в Ω±, если поло-

жить их равными нулю в дополнительной области Ω∓, получается

Следствие ... Для решений однородной системы Lu=0 в Ω±,

принадлежащих H1(Ω±), справедливы формулы

−Bu++AT+u =

(
u в Ω+,

0 в Ω−;
(..)

Bu−−AT−u =

(
u в Ω−,

0 в Ω+.
(..)
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Можно, конечно, рассмотреть и неоднородную систему вΩ+ или

в Ω−, тогда слева добавляется слагаемое L−1 f .

Напомним, что мы предполагаем форму ΦT сильно коэрцитив-

ной на H1(T), так что формы ΦΩ± сильно коэрцитивны на eH1(Ω±).

Предложение ... Оператор B продолжается до ограничен-
ного оператора из H1/2(Γ) в H1(Ω±).

Доказательство проведем для Ω+. Ввиду однозначной разреши-

мости задачи Дирихле в Ω+ мы в (..) можем считать u+ про-

извольной функцией из H1/2(Γ). Остальные члены в этой формуле

принадлежат H1(Ω+) –– см., в частности, предложение ... Счи-

таем теперь оператор B определенным в Ω± формулами (..)––

(..).

Формулой (..) мы теперь можем пользоваться как равен-

ством в H1(Ω±).

Замечание ... Поскольку нам предстоит обсуждать в п. .

(и в § ) обобщения излагаемых далее результатов на более общие

пространства, следует обратить внимание на то, что ниже до конца

п. . вместо сильной коэрцитивности мы фактически используем

только однозначную разрешимость задач Дирихле, а позднее –– Ди-

рихле и Неймана. Исключения –– теоремы .. и ...

При ϕ ∈H1/2(Γ) функция Bϕ удовлетворяет однородному урав-

нению Lu=0 в Ω±. На торе она удовлетворяет уравнению с правой

частью, сосредоточенной на Γ.

Поскольку B –– ограниченный оператор из H1/2(Γ) в H1(Ω±), по-

лучаем, что γ±B –– ограниченные операторы в H1/2(Γ), а T±B –– огра-
ниченные операторы из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ).

Предложение ... Пусть ϕ ∈ H1/2(Γ), ψ ∈ H−1/2(Γ). Тогда
справедливы следующие формулы для скачков:

[Aψ]Γ = 0, [TAψ]Γ = −ψ, [Bϕ]Γ = ϕ, [TBϕ]Γ = 0. (..)

Доказательство. Первая формула в (..) нам уже известна ––

см. (..). Используя ее, из формул (..) с f =0 и [u]Γ=ϕ полу-

чаем третью формулу. Здесь пользуемся произволом в выборе [u]Γ.

Пусть теперь u=Aψ. Тогда Lu= γ∗ψ на торе по определению

оператора A. С другой стороны, в силу (..) c учетом того, что

[u]Γ = 0, мы имеем Lu = −γ∗[TAψ]Γ. Как легко проверить, ядро

оператора γ∗ (см. (..)) тривиально. Получаем вторую формулу

в (..).



 Глава III. Сильно эллиптические системы в липшицевых областях

Теперь, используя ее и (..) при f =0, имеем

[Tu]Γ = [TBϕ]Γ− [TA[Tu]Γ]Γ = [TBϕ]Γ+ [Tu]Γ,

и мы получаем четвертую формулу в (..).

Введем оператор

H = −T±B. (..)

Это так называемый гиперсингулярный оператор. Он действует

ограниченным образом из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ).

Рассмотрим теперь следующую задачу сопряжения:

Lu = 0 в Ω±, [u]Γ = ϕ, [Tu]Γ = ψ. (..)

Теорема ... При ϕ ∈ H1/2(Γ), ψ ∈ H−1/2(Γ) задача (..)

имеет одно и только одно решение, принадлежащее H1 в Ω±. Оно
выражается формулой

u = Bϕ−Aψ. (..)

Доказательство. Если [u]Γ и [Tu]Γ нулевые, то из (..) видно,

что решение нулевое. С другой стороны, если определить решение

формулой (..), то из формул скачков (..) получается, что

[u]Γ=ϕ, [Tu]Γ=ψ, так что (..) –– нужное решение.

Этот результат можно распространить на случай неоднородного

уравнения с использованием однозначной разрешимости системы

Lu= f на торе.

Замечания. . Отметим, что предполагать однозначную разре-

шимость задач Неймана в этом пункте нам не понадобилось.

. При ψ=0 решение задачи (..) имеет вид u=Bϕ c опера-

тором B в смысле второго определения (..). Но в случае доста-

точно гладких коэффициентов и границы известно, что оно имеет

такой же вид с оператором B в смысле первого определения (..).

Отсюда следует совпадение этих операторов, по крайней мере, при

добавочных условиях гладкости на достаточно регулярных функциях.

.. Операторы на Γ и проекторы Кальдерона. Теперь, сле-

дуя [], положим

B =
1
2

(γ−B+γ+B), bB = 1
2

(T−A+T+A). (..)

Первый из этих операторов н а з о в е м прямым значением потен-
циала двойного слоя. Это ограниченный оператор в H1/2(Γ), а bB ––

ограниченный оператор в H−1/2(Γ).
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Из этих определений и формул скачков получаются следующие

формулы для граничных значений потенциалов и их конормальных

производных:

T±Aψ = ±1
2
ψ+ bBψ, γ±Bϕ = ∓1

2
ϕ+ Bϕ. (..)

Далее, из (..) и (..) теперь получаются формулы

u± = ∓Bu±+
1
2

u±± AT±u, (..)

T±u = ±Hu±± bBT±u+
1
2

T±u. (..)

Здесь мы обошлись без аналитического вычисления пределов реше-

ния на границе и без вычисления его конормальных производных.

Но снова формулы при добавочной гладкости согласуются с извест-

ными.

Положим

P+ =

�
1

2
I− B A

H 1

2
I+ bB

�
, P− =

�
1

2
I+ B −A

−H 1

2
I− bB

�
. (..)

Обозначим через X прямое произведение пространств H1/2(Γ)

и H−1/2(Γ). Оно содержит два подпространства X+ и X−: первое

составляют столбцы Q+ из данных Коши (Дирихле и Неймана) для

системы Lu=0 в Ω+, второе –– столбцы Q− из данных Коши для этой

системы в Ω−. Элемент (ϕ,ψ)′ в каждом из этих подпространств

при нашем предположении об однозначной разрешимости задач

Дирихле параметризуется первой компонентой: u± =ϕ можно за-

дать произвольно, а T±u =ψ однозначно определяется. Из един-

ственности для двух задач Дирихле следует единственность для двух

задач Коши.

Из формул (..), (..) и (..) нетрудно вывести, что

операторы P− и P+ действуют ограниченным образом в X и пере-

водят любой столбец (ϕ,ψ)′ из X в столбцы из данных Коши соот-

ветственно решения (..) в Ω− и того же решения с обратным

знаком в Ω+:

P−(ϕ,ψ)′ = (u−, T−u)′, P+(ϕ,ψ)′ = −(u+, T+u)′.

Далее, из формул (..)––(..) видно, что P− переводит столбцы

(u−, T−u)′ в себя и аннулирует столбцы (u+, T+u)′, а P+ переводит

столбцы ±(u+, T+u)′ в себя и аннулирует столбцы (u−, T−u)′. Зна-
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чит,

(P±)2
= P±, P+P− = P−P+ = 0. (..)

Кроме того, сумма P++ P− равна единичному оператору.

Мы видим, что X есть прямая сумма подпространств X+ и X−,

а P± –– взаимно дополнительные проекторы на эти подпростран-
ства. Эти проекторы называют проекторами Кальдерона: аналогич-

ные операторы были введены сначала в общей теории эллиптиче-

ских задач Кальдероном [].

Как нетрудно проверить, каждое из равенств (..) эквива-

лентно соотношениям

BA = AbB, HB = bBH,
1
4

I− B2
= AH,

1
4

I− (bB)2
= HA. (..)

Ср. с [].

.. Сильная коэрцитивность форм и обратимость опера-

торов A и H. Заметим сначала, что формулы (..) и (..)

с верхними знаками можно переписать в виде
�

1
2

I+ B
�

u+ = AT+u, (..)

Hu+ =
�

1
2

I− bB
�

T+u (..)

и те же формулы с нижними знаками –– в виде
�

1
2

I− B
�

u− = −AT−u, (..)

−Hu− =
�

1
2

I+ bB
�

T−u. (..)

Эти формулы тоже выражают связь между данными Коши решений

однородной системы в Ω+ и Ω−.

Теорема ... Для формы оператора A справедливо сильное
неравенство коэрцитивности

‖ψ‖2
H−1/2(Γ)

¶ C1 Re(Aψ,ψ)Γ, ψ ∈ H−1/2(Γ), (..)

так что A обратим как оператор из H−1/2(Γ) в H1/2(Γ).

Доказательство. Положим u=Aψ. Эта функция имеет одина-

ковые следы u± на Γ и принадлежит H1(T), и мы располагаем для

нее неравенством сильной коэрцитивности на торе. Из формул Гри-

на при Lu= 0 в Ω± и второй формулы скачков (..) выводим

неравенство (ср. с оценками в п. .)

‖ψ‖H−1/2(Γ) ¶ C2‖u‖H1(T).
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Поэтому

‖ψ‖2
H−1/2(Γ)

¶ C2
2‖u‖2H1(T)

¶

¶ C3 ReΦT(u, u) = C3 ReΦΩ+(u, u)+C3 ReΦΩ−(u, u) =

= C3 Re[(T+u, u+)Γ− (T−u, u−)Γ] = C3 Re(ψ, Aψ)Γ

снова в силу формул Грина в Ω± и второго соотношения скачков

в (..). Это дает (..). Обратимость оператора A следует те-

перь из теоремы Лакса––Мильграма. Соответствующая форма –– это

(Aψ,ψ)Γ.

Теорема ... Из сильной коэрцитивности формΦΩ± на H1(Ω±)

следует сильное неравенство коэрцитивности для формы операто-
ра H

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ C2 Re(Hϕ,ϕ)Γ, ϕ ∈ H1/2(Γ), (..)

и обратимость H как оператора из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ).

Доказательство похоже на доказательство теоремы ... По-

лагаем u= Bϕ. В силу третьей формулы скачков норма ‖ϕ‖H1/2(Γ)

оценивается через ‖u±‖H1/2(Γ) и, значит, через ‖u‖H1(Ω±), а из формул

Грина и из третьей и четвертой формул скачков следует, что

ΦΩ+(u, u)+ΦΩ−(u, u) = (Hϕ,ϕ)Γ.

Следствие ... Решения задач Дирихле для однородной систе-
мы Lu=0 в Ω± с условиями u±= g можно строить в виде потенци-
ала простого слоя по формуле

u = Aψ, где Aψ = g, т. e. ψ = A−1 g, (..)

a решения задач Неймана вΩ± с условиями Неймана T±u=h –– в виде
потенциала двойного слоя по формуле

u = Bϕ, где Hϕ = −h, т. e. ϕ = −H−1h, (..)

при предположении сильной коэрцитивноти форм ΦΩ± на H1(Ω±).

Добавим, что неравенства (..) и (..) можно переписать
с обратными операторами:

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ C4 Re(A−1ϕ,ϕ)Γ, (..)

‖ψ‖2
H−1/2(Γ)

¶ C5 Re(H−1ψ,ψ)Γ. (..)

Если поверхность Γ и коэффициенты в L бесконечно гладкие, то

A и H –– сильно эллиптические псевдодифференциальные операто-

ры на Γ соответственно порядков −1 и 1. Ср. с [] и [].
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Теорема ... При предположении сильной коэрцитивности

форм ΦΩ± на H1(Ω±) операторы
1
2

I± B в H1/2(Γ) и
1
2

I± bB в H−1/2(Γ)

обратимы.

Доказательство. Проверим обратимость оператора
1
2

I + B. До-

пустим, что ядро этого оператора содержит функцию ϕ ∈ H1/2(Γ).

Примем ее за u+. Тогда в силу (..) имеем AT+u=0. Но оператор

A обратим. Поэтому T+u = 0. В силу единственности для задачи

Неймана в Ω+ получаем u=0 и ϕ=0.

Из той же формулы (..) видно, что область значений опера-

тора
1
2

I+ B –– все пространство H1/2(Γ).

Мы показали, что оператор
1
2

I+ B обратим. Аналогично прове-

ряется обратимость операторов
1
2

I− B и
1
2

I± bB.

Следствие ... Используя формулы (..), при условии силь-
ной коэрцитивности форм ΦΩ± на H1(Ω±) можно строить решения
задач Дирихле также в виде потенциалов двойного слоя по формуле

u = Bϕ, где (∓1
2

I+ B)ϕ = g, т. е. ϕ = (∓1
2

I+ B)−1g, (..)

и решения задач Неймана в виде потенциалов простого слоя по фор-
муле

u = Aψ, где
�
±1

2
I+ bB
�
ψ = h, т. е. ψ =

�
±1

2
I+ bB
�−1

h. (..)

Если поверхность Γ и коэффициенты оператора L бесконечно

гладкие, то
1
2

I± B и
1
2

I± bB –– эллиптические псевдодифференциаль-

ные операторы нулевого порядка.

Замечание ... Укажем еще один подход к доказательству

обратимости операторов
1
2

I ± B и
1
2

I ± bB. Он состоит в том, что

формулы (..)––(..) и только что полученные результаты для

операторов A и H комбинируются с результатами для операторов D
и N из п. ..

Например, рассмотрим оператор
1
2

I − bB. Из формулы (..)

следует, что

(Hu+, u+)Γ =
��

1
2

I− bB
�

T+u, u+
�
Γ

=

��
1
2

I− bB
�

D+u+, u+
�
Γ

.
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Из (..) получаем неравенство сильной коэрцитивности для фор-

мы оператора
�

1
2

I− bB
�

D+:

Re
��

1
2

I− bB
�

D+ϕ, ϕ
�
Γ

¾ c‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

, (..)

c > 0. Значит, это обратимый оператор из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ). Но

D+ –– тоже обратимый оператор из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ). Значит,
1
2

I− bB –– обратимый оператор в H−1/2(Γ).

Ср. с формулами (..), а также с работой [, с. ].

.. Связи между операторами на границе.

Предложение ... Справедливы соотношения

A−1
= D++D−, H−1

= N++N−, N± =
�

1
2

I± B
�−1

A,

D± =
�

1
2

I∓ bB
�−1

H.

(..)

Более точно, первое из них следует из сильной коэрцивности формы
ΦT на H1(T), а остальные имеют место при сильной коэрцитивно-
сти форм ΦΩ± на H1(Ω±).

Доказательство. Мы имеем при совпадающих u± в силу (..)

u± = −A[Tu]Γ = A(D++D−)u±. (..)

Поэтому D++D− –– правый обратный к оператору A. Но A обратим,

поэтому это и левый обратный. Впрочем, формула

(D++D−)Aψ = ψ (..)

следует и из второй формулы скачков в (..).

Аналогично при совпадающих T±u из (..) получаем

T±u = −H[u]Γ = H(N++N−)T±u. (..)

Значит, N+ + N− –– правый обратный к H. Но H –– обратимый опе-

ратор, значит, это и левый обратный. Впрочем, формула

(N++N−)Hϕ = ϕ (..)

следует также из определения оператора H и третьей формулы

скачков.

Остальные соотношения в (..) следуют из (..)––(..).
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В частности, видно, что операторы N++ N− и D++ D− обрати-

мы. При этом последний оператор обратим в силу сильной коэрци-

тивности формы ΦT на H1(T). Любопытно отметить, что для обра-

тимости оператора D++D− существование операторов N+ и N− не

требуется.

.. Соотношения дуальности на Γ. Здесь мы выведем три

полезные формулы. В них операторы eA, eH и eB отвечают формально

сопряженному к L оператору eL.

Полагая u=Aψ1, v= eAψ2,ψ j ∈H−1/2(Γ), из вторых формул Гри-

на в Ω± и первых двух соотношений скачков в (..) получаем

формулу

(Aψ1,ψ2)Γ = (ψ1, eAψ2)Γ. (..)

Аналогично, полагая u=Bϕ1, v = eBϕ2, ϕ j ∈H1/2(Γ), из тех же фор-

мул Грина и последних двух соотношений скачков получаем

(Hϕ1,ϕ2)Γ = (ϕ1, eHϕ2)Γ. (..)

Теперь докажем формулу

(bBψ, ϕ)Γ = (ψ, eBϕ)Γ. (..)

Для этого положим u=Aψ, v = eBϕ (ψ∈ H−1/2(Γ), ϕ ∈H1/2(Γ)). Из

второй формулы Грина в Ω+

(T+u, v+)Γ = (u+, eT+v)Γ,

что дает (читателю надо найти нужные формулы в предыдущих

пунктах)

�
1
2
ψ+ bBψ,−1

2
ϕ+ eBϕ
�
Γ

= (Aψ,− eHϕ)Γ. (..)

Аналогично из второй формулы Грина в Ω− имеем

−(T−u, v−)Γ = −(u−, eT−v)Γ,

что дает

−
�
−1

2
ψ+ bBψ,

1
2
ϕ+ eBϕ
�
Γ

= −(Aψ,− eHϕ)Γ. (..)

Складывая формулы (..) и (..), получаем (..).
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.. Задачи с граничными условиями на незамкнутой по-

верхности. Здесь мы рассмотрим систему Lu=0 на торе T с гранич-

ными условиями на незамкнутой (n− 1)-мерной липшицевой по-

верхности Γ1⊂T с (n− 2)-мерным липшицевым краем ∂Γ1 (n¾ 2),

который в Γ1 не включается. Более точно, мы будем считать, что

Γ1 –– открытая часть замкнутой липшицевой поверхности Γ, деля-

щей тор на две области Ω±, и что граница ∂Γ1 делит Γ на две об-

ласти, Γ1 и Γ2. В выборе дополнительной части Γ2 поверхности Γ

имеется очевидный произвол. Стороны поверхности Γ, обращенные

к Ω±, обозначим через Γ±. Аналогично определим Γ±1 . Граничные

условия или условия сопряжения будут задаваться на Γ±1 . Нормаль

в точках на Γ, как и раньше, направлена в Ω−.

Пусть Ω0=T \Γ1. Заметим, что эта область не является липши-

цевой.

Определим пространство H1(Ω0) сначала стандартным обра-

зом.

Определение . Пространство H1(Ω0) состоит из таких при-

надлежащих L2 в области Ω0 функций u, что все их первые про-

изводные ∂ j u в смысле обобщенных функций в этой области тоже

принадлежат L2. Норма определяется стандартной формулой

‖u‖2
H1(Ω0)

= ‖u‖2L2(Ω0)+
∑
‖∂ ju‖2L2(Ω0). (..)

Теперь дадим второе определение.

Определение . Пространство H1(Ω0) состоит из функций, при-

надлежащих L2(Ω0), сужения которых на Ω± принадлежат H1(Ω±),

причем следы этих функций на Γ± (они принадлежат H1/2(Γ)) совпа-

дают на Γ2. При этом

‖u‖2
H1(Ω0)

= ‖u‖2
H1(Ω+)

+‖u‖2
H1(Ω−)

. (..)

Предложение ... Определения 1 и 2 эквивалентны.

Доказательство. Очевидно, что H1(Ω0) в смысле первого опре-

деления содержится в H1(Ω0) в смысле второго. В обратную сторону

утверждение следует из формулы интегрирования по частям для

функций из H1 в липшицевой области (см. предложение ..): если

написать ее в Ω± для функции u, принадлежащей H1(Ω0) в смыс-

ле второго определения, и основной функции из C∞
0 (Ω0), то после

сложения этих формул члены на Γ2 сокращаются. Поэтому первые

производные в Ω± вместе определяют первые производные вΩ0. Ср.

с нашим п. . о склеивании функций в полупространствах.
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Нормы (..) и (..) совпадают, если нормы в H1(Ω±) опре-

делить формулами вида (..).

Из первого определения видно, что пространство H1(Ω0) не за-

висит от выбора поверхности Γ2. Из второго определения видно, что

скачок [u]Γ функции u из H1(Ω0) равен нулю на Γ2, т. e. принадле-

жит eH1/2(Γ1).

Предложение ... Пусть u –– решение системы Lu= 0 в Ω0,

принадлежащее H1(Ω0). Тогда скачок [Tu]Γ равен нулю на Γ2, так
что этот скачок принадлежит eH−1/2(Γ1).

Доказательство. ПустьΩ0 –– малый шар с центром в точке на Γ2,

лежащий внутри Ω0, и v –– функция из eH1(Ω0), продолженная нулем

вне Ω0. Тогда (Lu, v)Ω0 =0 и граничный член в формуле Грина дляΩ0

тоже равен нулю, так что ΦΩ0 (u, v)= 0. Запишем теперь формулы

Грина для этих функций в Ω± ∩ Ω0. Складывая их, получаем, что

([Tu]Γ, v+)Γ2
= 0. Ввиду произвола в выборе v на пересечении ша-

ра с Γ2 получаем, что [Tu]Γ= 0 на этом пересечении. Значит, этот

скачок нулевой на Γ2.

Мы рассмотрим следующие четыре задачи для системы Lu= 0

в Ω0.

I. Задача Дирихле с условиями

u± = g± на Γ±1 , (..)

где g±∈H1/2(Γ1) и [g]Γ1
= g−− g+∈ eH1/2(Γ1).

II. Задача Неймана с условиями

T±u = h± на Γ±1 , (..)

где h±∈H−1/2(Γ1) и [h]Γ1
∈ eH−1/2(Γ1).

III. Задача сопряжения с условиями

[u]Γ1
= g, [Tu]Γ1

= h на Γ1. (..)

Здесь g∈ eH1/2(Γ1), h∈ eH−1/2(Γ1).

IV. Смешанная задача с условиями

u+ = g на Γ+1 , T−u = h на Γ−1 . (..)

Здесь g∈H1/2(Γ1), h∈H−1/2(Γ1).

В этих постановках существенны предположения о данных на Γ1.
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Подобные задачи возникают в электростатике, электродинами-

ке и акустике, в этом случае L –– оператор Лапласа или Гельмгольца

и Γ1 –– незамкнутый экран. Они возникают также в теории упруго-

сти, в этом случае Lu= 0 –– одна из систем теории упругости и Γ1

моделирует трещину.

Начнем с задачи III.

Теорема ... Задача III однозначно разрешима, и формула

u = B[u]Γ1
−A[Tu]Γ1

(..)

выражает ее решение.

Доказательство. По существу это просто следствие теоремы

... Если дано решение задачи III, то оно записывается формулой

(..) со скачками на Γ1 (продолженными нулем на Γ2), т. e.

формулой (..).

И наоборот, если u –– функция, определяемая этой формулой, то

это решение системы Lu= 0 вне Γ1, принадлежащее H1(Ω0): оно

принадлежит H1(Ω±), и скачки равны нулю на Γ2 (см. определе-

ние  и предложение ..).

Ниже в этом пункте мы можем пользоваться формулой (..)

вместо (..).

Далее наши рассмотрения будут похожи на рассмотрения сме-

шанных задач в п. . c использованием операторов D1 и N1.

Рассмотрим задачу Дирихле I.

Введем операторы

A1ψ = (Aψ)|Γ1
, B1ϕ = (Bϕ)|Γ1

(ψ ∈ eH−1/2(Γ1), ϕ ∈ eH1/2(Γ1)).
(..)

Очевидно, что A1 –– ограниченный оператор из eH−1/2(Γ1) в H1/2(Γ1)

и B1 –– ограниченный оператор из eH1/2(Γ1) в H1/2(Γ1).

Переходя в формуле (..) с двух сторон на Γ1, складывая по-

лучающиеся соотношения и деля на 2, получаем (см. (..)) урав-

нение относительно ψ= [Tu]Γ1
:

g = B1ϕ− A1ψ, где g =
1
2

(g++ g−), ϕ = g−− g+. (..)

Теорема ... Для формы оператора A1 справедливо сильное
неравенство коэрцитивности

‖ψ‖2eH−1/2(Γ1)
¶ C1 Re(A1ψ,ψ)Γ1

, ψ ∈ eH−1/2(Γ1), (..)

и этот оператор обратим.
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Доказательство аналогично доказательству теорем .. и

... Сильное неравенство Гординга для оператора A, см. (..),

наследуется оператором A1. Обратимость следует из теоремы Лак-

са––Мильграма.

Теорема ... Задача Дирихле в постановке I имеет одно и
только одно решение, принадлежащее H1(Ω0).

Действительно, скачок ψ= [Tu]Γ1
определяется по данным Ди-

рихле из уравнения (..), после чего решение строится по фор-

муле (..). При нулевых данных Дирихле это решение нулевое.

Перейдем к задаче Неймана II. Предполагая, что мы имеем нера-

венство (..), введем операторы

H1ϕ = (Hϕ)|Γ1
, bB1ψ = (bBψ)Γ1

(ϕ ∈ eH1/2(Γ1), ψ ∈ eH−1/2(Γ1)).
(..)

Оператор H1 действует ограниченным образом из eH1/2(Γ1) в

H−1/2(Γ1), а оператор bB1 –– из eH−1/2(Γ1) в H−1/2(Γ1).

Вычислив конормальные производные от обеих частей форму-

лы (..) с двух сторон на Γ1, сложив и разделив на , получим

уравнение (см. (..)) относительно ϕ= [u]Γ1
:

h = −H1ϕ− bB1ψ, где h =
1
2

(h++h−), ψ = h−−h+. (..)

Теорема ... Для формы оператора H1 справедливо сильное
неравенство коэрцитивности

‖ϕ‖2eH1/2(Γ1)
¶ C2 Re(H1ϕ,ϕ)Γ1

, ϕ ∈ eH1/2(Γ1), (..)

и этот оператор обратим.

Доказательство такое же, как доказательство теоремы ...

Используем неравенство (..) и теорему Лакса––Мильграма.

Теперь аналогично теореме .. получается

Теорема ... Задача Неймана в постановке II имеет одно
и только одно решение, принадлежащее H1(Ω0).

Наконец, рассмотрим задачу IV. Чтобы построить ее решение u,

будем искать скачки

ϕ = [u]Γ1
∈ eH1/2(Γ1), ψ = [Tu]Γ1

∈ eH−1/2(Γ1). (..)

Вычисляя конормальную производную функции (..) на Γ−1 (см.

(..) и (..)) и граничное значение этой функции на Γ+1 (см.
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(..)), получаем уравнения

−H1ϕ−
�
−1

2
I+ bB1

�
ψ = h,

�
−1

2
I+ B1

�
ϕ− A1ψ = g.

(..)

Уравнения удобно записать в этом порядке. Мы следуем работе

[] об уравнениях анизотропной упругости.

Оператор

T =

�
H1 − 1

2
I+ bB1

1

2
I− B1 A1

�
(..)

действует ограниченным образом из пространства

eH = eH1/2(Γ1)× eH−1/2(Γ1) (..)

в пространство

H = H−1/2(Γ1)×H1/2(Γ1). (..)

Эти два пространства дуальны относительно продолжения скаляр-

ного произведения (ϕ1,ψ1)Γ1
+ (ψ2,ϕ2)Γ1

на их прямое произведе-

ние. Для столбца U= (ϕ,ψ)′ имеем

(T U , U) = (H1ϕ,ϕ)Γ1
+

+

��
−1

2
I+ bB1

�
ψ, ϕ
�
Γ1

+

��
1
2

I−B1

�
ϕ,ψ
�
Γ1

+(A1ψ,ψ)Γ1
. (..)

Предположим, что L –– формально самосопряженный оператор на
торе. Тогда eB= B и из формул (..) и (..) видно, что

Re(T U , U) = (H1ϕ, ϕ)Γ1
+ (A1ψ,ψ)Γ1

, (..)

остальное сокращается (знак Re справа сейчас не нужен). Восполь-

зуемся теоремами .. и ... Получаем, что

‖U‖2eH ¶ C Re(T U , U).

Мы видим, что уравнение T U= F, где F –– столбец (h, g)′, однознач-

но разрешимо по теореме Лакса––Мильграма.

Этим доказана

Теорема ... При условии формальной самосопряженности
оператора L задача IV однозначно разрешима.
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Отметим еще, что из формул (..) и (..) получаются фор-

мулы

(A1ψ1,ψ2)Γ1
= (ψ1, eA1ψ2)Γ1

, (..)

где ψ j ∈ eH−1/2(Γ1), и

(H1ϕ1,ϕ2)Γ1
= (ϕ1, eH1ϕ2)Γ1

, (..)

где ϕ j ∈ eH1/2(Γ1).

.. Задачи со спектральным параметром в условиях со-

пряжения. Здесь мы кратко остановимся на следующих спектраль-

ных задачах.

7◦. Lu = 0 в Ω±, [u]Γ = 0, [Tu]Γ = −λu± на Γ. (..)

Из (..), (..) и второй формулы скачков в (..) видно,

что на собственных функциях эта задача эквивалентна уравнению

A−1ψ=λψ, где ψ= [Tu]Γ, u=−Aψ.

8◦. Lu = 0 в Ω±, [Tu]Γ = 0, T±u = −λ[u]Γ на Γ. (..)

На собственных функциях эта задача эквивалентна уравнению Hϕ=
=λϕ, где ϕ= [u]Γ, u=Bϕ. См. снова (..) –– (..) и третью

формулу скачков в (..).

Аналогичные задачи можно поставить с условиями сопряжения

на Γ1.

9◦. Lu = 0 в Ω0, [u]Γ1
= 0, [Tu]Γ1

= −λu± на Γ1. (..)

На собственных функциях эта задача эквивалентна уравнению

A−1
1 ψ=λψ, где ψ= [Tu]Γ1

.

10◦. Lu = 0 в Ω0, [Tu]Γ1
= 0, T±u = −λ[u]Γ1

на Γ1. (..)

На собственных функциях эта задача эквивалентна уравнению H1ϕ=

=λϕ, где ϕ= [u]Γ1
.

Спектральные свойства операторов A, H, A1 и H1 аналогичны

спектральным свойствам операторов N , D, N1 и D1 соответственно.

Но для операторов A и A1 асимптотические формулы для собствен-

ных значений удалось получить без предположения, что липшицева

поверхность почти гладкая. Это сделали Розенблюм и Тащиян [].

В случае оператора A, если оператор L близок к самосопряжен-

ному, мы можем оценить порядок оператора A− A0 следующим об-

разом. Мы имеем (см. формулу (..))

A− A0 = γ(L−1− L−1
0 )γ∗.
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Оператор γ∗ действует ограниченным образом из H−1/2(Γ) в H−1(T).

Далее, оператор

L−1− L−1
0 = L−1(L0− L)L−1

0

действует ограниченным образом из H−1(T) в H2(T) (см. теоре-

му ..). Но все лимитируется оператором γ, про который мы зна-

ем, что он действует ограниченным образом из H3/2−ǫ(T) в H1−ǫ(Γ)

при сколь угодно малом ǫ>0. Поэтому A− A0 –– ограниченный опе-

ратор из H−1/2(Γ) в H1−ǫ(Γ).

.. Более общие задачи сопряжения. Рассмотренные в пре-

дыдущих пунктах этого параграфа задачи сопряжения относились

к одной сильно эллиптической системе, заданной на торе. Предпо-

ложим теперь, что в областях Ω± заданы разные, вообще говоря,

сильно эллиптические операторы L±. Это означает, что их коэффи-

циенты a j,k и b j с одинаковыми индексами не обязательно совпа-

дают на границе. Будем предполагать, что соответствующие формы

ΦΩ± сильно коэрцитивны на H1(Ω±). Нас интересует задача, в ко-

торой ищется пара функций u в Ω±, подчиненных для простоты

однородным системам

L+u = 0 в Ω+, L−u = 0 в Ω− (..)

и условиям сопряжения: в этих условиях заданы скачки [u]Γ и [Tu]Γ,

но в последнем конормальные производные определяются заданны-

ми разными системами вΩ±. Такая задача сводится к двум: в первой

только скачок [Tu]Γ ненулевой, а во второй только [u]Γ. Поэтому

рассмотрим две задачи:

I. [u]Γ=0, [Tu]Γ=h;

II. [u]Γ= g, [Tu]Γ=0.

Здесь g∈H1/2(Γ) и h∈H−1/2(Γ).

Теорема ... При наших предположениях эти задачи одно-
значно разрешимы.

Доказательство. Используя операторы Пуанкаре––Стеклова N±

и D±, связанные с L±, имеем

N±(T±u) = ±u±, D±(u±) = ±T±u

(см. (..)). В задаче I для u±=ϕ получаем уравнение

(D++D−)ϕ = −h. (..)
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В задаче II для T±u=ψ получаем уравнение

(N++N−)ψ = −g. (..)

Операторы слева сильно коэрцитивны в следующем смысле (это

следует из сказанного в п. . про операторы D и N):

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

¶ C1 Re((D++D−)ϕ, ϕ)Γ, (..)

‖ψ‖2
H−1/2(Γ)

¶ C2 Re((N++N−)ψ,ψ)Γ. (..)

Это позволяет применить теорему Лакса––Мильграма. Получаем, что

первый оператор обратим как действующий из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ),

а второй –– как оператор, действующий в обратном направлении.

Решения исходных задач строятся теперь как решения задач Дири-

хле или Неймана в Ω±.

Можно рассмотреть и спектральные задачи:

7◦◦.

L±u = 0 в Ω±, [u]Γ = 0, [Tu]Γ = −λu± на Γ. (..)

8◦◦.

L±u = 0 в Ω±, [Tu]Γ = 0, T±u = −λ[u]Γ на Γ. (..)

Зàäà÷à. Проверьте, что первая из этих задач на собственных

функциях эквивалентна уравнению

(D++D−)ϕ = λϕ, где ϕ = u±, (..)

а вторая –– уравнению

ψ = λ(N++N−)ψ, где ψ = T±u. (..)

Эти результаты согласуются с результатами из п. . для рас-

смотренных там задач в силу формул из п. .. Но сейчас вывести

обратимость оператора D++ D− из сильной коэрцитивности форм

ΦΩ± только на eH1(Ω±) не удается.

Далее, мы можем получить для операторов D++ D− и N++ N−

обычный набор спектральных свойств, включая спектральные асим-

птотики, если поверхность Γ почти гладкая и системы в Ω± фор-

мально самосопряженные или имеют формально самосопряженные

старшие части, расположение собственных значений, базисность

или полноту корневых функций. На этом не останавливаемся.
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.. Операторы A и H в более общих пространствах Hs. Мы

уже отмечали в п. ., что можем рассматривать операторы

A = L−1γ∗ и A = γL−1γ∗ (..)

как действующие ограниченным образом из H−1/2+s(Γ) в H1+s(Ω±)

и H1/2+s(Γ) соответственно при |s|<1/2.

Напомним, что форма ΦT предполагается сильно коэрцитивной

на H1(T). Согласно первой части теоремы .. (пока не доказан-

ной) операторы L
±
D , отвечающие задачам Дирихле с однородными

граничными условиями в Ω±, обратимы как операторы из eH1+s(Ω±)

в H−1+s(Ω±) при |s|< ǫ(L), где ǫ(L) –– некоторое число из (0, 1/2],

равное 1/2 в случае формальной самосопряженности главной части

оператора L. Просмотрим теперь рассуждения в п. . и следующих

за ним, имея целью обобщение результатов на s с |s|<ǫ(L).

Прежде всего на решения системы Lu=0 в Ω± из H1+s(Ω±) обоб-

щаются формулы (..) и (..). Оператор B продолжается до

ограниченного оператора из H1/2+s(Γ) в H1+s(Ω±).

Далее, обобщаются формулы скачков (..), поскольку для

их доказательства нужна только однозначная разрешимость задач

Дирихле. В этих формулах теперь ϕ ∈ H1/2+s(Γ) и ψ ∈ H−1/2+s(Γ).

Затем на функции из этих пространств обобщается теорема ..,

решение принадлежит H1+s(Ω±).

Операторы B и bB, см. (..), теперь ограничены в H1/2+s(Γ) и

H−1/2+s(Γ) соответственно. Сохраняются формулы (..)––(..).

Операторы (..) –– это теперь проекторы в H1/2+s(Γ)×H−1/2+s(Γ)

на подпространства данных Коши для однородной системы в Ω±.

Сохраняются формулы (..).

Формулы (..) и (..) сохраняются, они дают обратимость

оператора A и первую из формул (..).

Теперь предположим сильную коэрцитивность форм ΦΩ± на

H1(Ω±). Тогда согласно второй части теоремы .. операторы

L
±
N , отвечающие задачам Неймана с однородными граничными

условиями, обратимы как операторы из H1+s(Ω±) в eH−1+s(Ω±) при

|s| < ǫ(L), где ǫ(L) считаем тем же. Оно равно 1/2, если L имеет

формально самосопряженную главную часть и выполнено дополни-

тельное условие (..) вблизи границы. Теперь мы можем пользо-

ваться при этих s операторами N± и снова имеем формулы (..)

и (..). Мы видим, что оператор H обратим при рассматривае-

мых s и справедлива вторая формула в (..).
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Выделим наиболее важные результаты.

Теорема ... A –– ограниченный обратимый оператор из
H−1/2+s(Γ) в H1/2+s(Γ) при |s|< ǫ(L), имеющий обратный D+ + D−.
Если формы ΦΩ± сильно коэрцитивны на H1(Ω±), то H –– ограни-
ченный обратимый оператор из H1/2+s(Γ) в H−1/2+s(Γ), имеющий
обратный N− + N+. Здесь ǫ(L)= 1/2, если L имеет формально са-
мосопряженную главную часть и выполнено дополнительное условие
(..) вблизи границы.

Рассмотрения в этом пункте будут дополнены в § .



Глава IV

Более общие пространства

и их приложения

§ . Элементы теории интерполяции

.. Содержание параграфа. Пространства Lp.

. Теоремы теории интерполяции применяются, в частности,

в ситуациях следующего типа (пока мы описываем их очень при-

близительно). Пусть имеются две пары банаховых пространств

(X0, X1) и (Y0, Y1) со свойствами, которые далее будут уточнены.

По этим парам специальным образом строятся шкалы пространств

{Xθ} и {Yθ}, 0< θ < 1. Пусть, далее, имеется линейный оператор

T , действующий непрерывно из X0 в Y0 и из X1 в Y1. Выясняется,

что тогда он непрерывно действует из Xθ в Yθ при 0<θ < 1. Более

того, иногда из дополнительной информации о свойствах этого

оператора как действующего из X0 в Y0 и из X1 в Y1 (например,

об обратимости) при дополнительных предположениях выводится

аналогичная информация о его действии из Xθ в Yθ . Часто это

упрощает аналитические рассмотрения. В некоторых случаях это

единственный известный способ получения нужных результатов,

в некоторых других наиболее простой.

Эта теория возникла в прошлом веке. Первой была теорема

М. Рисса ()––Торина () об операторах в пространствах Lp.

Об этих теоремах мы скажем несколько слов в следующем пункте.

Основы абстрактной теории были разработаны в конце -х –– на-

чале -х гг. в статьях Кальдерона, С. Крейна, Лионса, Петре, Арон-

шайна, Гальярдо и других математиков. Статей много, мы укажем

только некоторые из них. Первые монографии [], [] и [] по-

явились в –– гг. Развитие теории продолжалось, и сейчас это

самостоятельное направление в функциональном анализе с важны-

ми приложениями, в частности, к теории общих банаховых и функ-

циональных пространств, теории дифференциальных и интеграль-

ных уравнений и теории приближений. В обширном обзоре []

библиография состоит из  названий. Упомянем также моногра-
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фии [], [], [], [] и обзор []. Многие важные результаты

принадлежат российским математикам.

В этом параграфе доказывается только несколько теорем (на

наш взгляд, особенно важных), но мы постараемся прокомментиро-

вать весь излагаемый материал. Многие опущенные доказательства

можно найти в [], [] и [], но некоторые теоремы появились

позднее, и в этих случаях мы ссылаемся на журнальную литературу.

Предупредим читателя, что мы не стремимся к максимальной

общности утверждений. Отобран материал, который, по опыту ав-

тора, определенно полезен для применения к эллиптическим урав-

нениям в частных производных. Усиления, варианты и другой до-

полнительный материал можно искать в цитируемой нами литера-

туре. Наш краткий обзор затрагивает только основы теории интер-

поляции. Ср. с [], Appendix B.

. Пространства Lp затрагивались в предыдущих параграфах.

Хотя читатель скорее всего свободно владеет нужной информацией

о них, здесь приводится краткая сводка све́дений об этих простран-

ствах. (Для справок можно использовать, например, книгу [, т. I]).

Если U –– область в Rn, то пространство Lp(U) при 1¶ p <∞

есть сепарабельное банахово пространство, состоящее из измери-

мых функций u(x) на U с конечной нормой

‖u‖Lp(U) =

� ∫

U

|u(x)|p dx
�1/p

. (..)

Неравенство треугольника для этой нормы называется неравен-
ством Минковского. При 1< p<∞ для функций u∈ Lp(U), v ∈ Lp′(U),

p+ p′= pp′, справедливо неравенство Гёльдера
���
∫

U

u(x)v(x)dx
��� ¶ ‖u‖Lp(U)‖v||Lp′ (U). (..)

При 1 < p < ∞ пространства Lp(U) и Lp′(U) взаимно сопряжены

относительно продолжения на их прямое произведение скалярного

произведения в L2(U).

Пространство L∞(U) состоит из ограниченных измеримых функ-

ций в U с конечной нормой

‖u‖L∞(U) = inf
X

sup
x∈X
|u(x)|, (..)

где верхние грани берутся по подмножествам X ⊂U полной меры.

При p=1 под p′ надо понимать ∞. Пространство L∞(U) тоже бана-
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хово и является сопряженным к L1(U), но не сепарабельно, и эти два

пространства не рефлексивны. Линеал C∞
0 (U) плотен в Lp(U) при

1¶ p<∞.

Оператор умножения на функцию из L∞(U) является мультипли-

катором в любом Lp(U).

Вместо области U можно рассматривать пространство U с поло-

жительной мерой (не будем останавливаться на уточнениях). Тогда,

в частности, оказывается охваченным пространство lp числовых по-

следовательностей {uk}∞
1 с нормой

‖u‖lp
=

� ∞∑
k=1

|uk|p
�1/p

(..)

при 1¶ p<∞. Здесь мера сосредоточена в точках k∈N. При этих p
в lp плотны финитные последовательности (в которых число нену-

левых uk конечно). Пространство l∞ состоит из ограниченных по-

следовательностей с нормой ‖u‖l∞
= sup |uk|. Отметим также, что

вместо пространств Lp(U) числовых функций можно рассматривать

пространства функций Lp(U , X) на U со значениями в банаховом

пространстве X . Эти два возможных обобщения следует иметь в ви-

ду ниже в этом параграфе там, где мы говорим об Lp.

Пространства Lp рассматривают и при 0< p< 1, но в этом слу-

чае они являются только квазинормированными, точнее, квазибана-
ховыми (есть полнота). Квазинорма ‖u‖ отличается от нормы допол-

нительным множителем справа в неравенстве треугольника:

‖u+ v‖ ¶ C(‖u‖+‖v‖). (..)

. Мы рассказываем об основных фактах теории интерполяции

на базе примеров в рамках пространств H s, теория которых уже по-

строена в предыдущих параграфах, и пространств Lp. На самом де-

ле теория интерполяции тем более содержательна, чем шире класс

рассматриваемых пространств, которые часто «подбираются» под

рассматриваемую аналитическую задачу. Напомним, что в §  бу-

дут кратко рассмотрены пространства H s
p и Bs

p. Там мы приведем

интерполяционные соотношения для этих пространств. В этих про-

странствах индекс s играет такую же роль, как в пространствах H s,

а индекс p аналогичен индексу p в Lp.

Во всех случаях совпадения или равенства пространств в этом

параграфе подразумевается эквивалентность норм в этих простран-

ствах, хотя иногда удается установить равенство норм. Во всех
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случаях вложения одного пространства в другое подразумевается

непрерывность этого вложения. Все банаховы пространства рас-

сматриваются над полем комплексных чисел.

.. Исходные определения и комплексный метод интерпо-

ляции.

.a. Пусть X = (X0, X1) –– пара банаховых пространств. Она

называется интерполяционной, если они оба непрерывно и линейно

вложены в некоторое хаусдорфово, или отделимое, топологическое

линейное пространство X . (Другие названия: банахова пара, сов-
местимые банаховы пространства.) Это позволяет рассматривать

линейные комбинации элементов из X0 и X1. В линейных простран-

ствах Σ(X)= X0+ X1 и ∆(X)= X0∩ X1 вводятся нормы

‖x‖Σ(X ) = inf
�
‖x0‖X0

+‖x1‖X1
: x = x0+ x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1,

	
(..)

и

‖x‖∆(X ) = max{‖x‖X0
, ‖x‖X1

}. (..)

Как несложно проверить, получаются банаховы пространства. Оче-

видно, что ∆(X)⊂ X j⊂Σ(X). Часто предполагают, что ∆(X) плотно

в X0 и X1. Мы условимся это предполагать, если не оговаривает-
ся противное. Если X1 (непрерывно) вложено в X0, то X1 =∆(X),

X0=Σ(X) и в качестве объемлющего пространства можно взять X0.

В общем случае Σ(X) –– наименьшее объемлющее пространство.

Прежде всего строятся промежуточные, или интерполяционные,

пространства. Основные методы для этого –– комплексный и веще-

ственный методы интерполяции; мы хотим их описать. Итак, пусть

X = (X0, X1) –– интерполяционная пара.

.b. Определим комплексный метод интерполяции. Он пред-

ложен Кальдероном [] и Лионсом [], а также в близкой форме

С. Г. Крейном (в терминах «аналитических шкал», см. [] и при-

веденные там ссылки). Предварительно заметим, что для функций

скалярного переменного f (z) со значениями в банаховом простран-

стве определяются понятия ограниченности, непрерывности и ана-

литичности –– нужно только модуль заменять нормой. Для анали-

тических, или голоморфных, функций доказываются, в частности,

интегральная формула Коши и принцип максимума модуля, см. [,

т. I, гл. III, § ], или [, гл. III].

 Любые две разные точки имеют непересекающиеся окрестности.
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Пусть S и S0 –– замкнутая и открытая вертикальные полосы ши-

рины  на комплексной плоскости:

S = {z : 0 ¶ Re z ¶ 1}, S0 = {z : 0 < Re z < 1}. (..)

Обозначим через F(X) пространство функций f на S со значениями

в Σ(X), которые:

) в S0 голоморфны (т. е. локально разлагаются в ряды Тейлора,

сходящиеся по норме в Σ(X));

) в S непрерывны и ограничены;

) на краях этой полосы имеют значения соответственно в X0

слева и в X1 справа, непрерывны там по Im z и стремятся к нулю

при Im z→±∞.

Очевидно, что F(X) –– линейное пространство. Норма в нем

определяется формулой

‖ f ‖F(X ) = max
�

sup
t
‖ f (it)‖X0

, sup
t
‖ f (1+ it)‖X1

	
. (..)

(Здесь можно написать и max вместо sup.) Получается, как можно

проверить, банахово пространство.

Комплексное интерполяционное пространство Xθ = [X0, X1]θ ,

0¶ θ ¶ 1, определяется как состоящее из всех таких x ∈Σ(X), что

x= f (θ ) для некоторой функции f ∈ F(X). Норма в Xθ определяется

равенством

‖x‖Xθ = inf
�
‖ f ‖F(X ) : f ∈ F(X), f (θ ) = x

	
. (..)

Проверяется, что это тоже банахово пространство.

Все пространства [X0, X1]θ , 0¶ θ ¶ 1, содержат ∆(X) и содер-

жатся в Σ(X). При нашем предположении о плотности ∆(X) в X0

и в X1 пространства [X0, X1]0 и [X0, X1]1 совпадают соответственно

с исходными пространствами X0 и X1.

Отметим еще следующие свойства пространств Xθ .

. [X0, X1]θ = [X1, X0]1−θ .

. ∆(X) плотно во всех Xθ .

. Если X1⊂ X0, то при 0<θ0<θ1<1 имеем X1⊂ Xθ1
⊂ Xθ0

⊂ X0,

при этом каждое предыдущее пространство плотно в следующем.

. Если X0 и X1 совпадают, то совпадают все Xθ .

Приведем основную теорему о комплексном методе интерполя-

ции. Пусть X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) –– две интерполяционные пары

и T –– линейный ограниченный оператор из Σ(X) в Σ(Y ). Обозна-
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чим через Tθ его сужение на Xθ . Эти обозначения будут использо-

ваться и в дальнейшем.

Теорема ... Пусть T0 –– ограниченный оператор из X0 в Y0

с нормой M0 и T1 –– ограниченный оператор из X1 в Y1 с нормой M1.
Тогда Tθ –– ограниченный оператор из Xθ в Yθ (0<θ <1). При этом
для его нормы Mθ справедлива оценка

Mθ ¶ M1−θ
0 Mθ

1 . (..)

Доказательство. Пусть x –– элемент из Xθ , y = Tx, ǫ –– произ-

вольно малое положительное число и f (z) –– такая функция из F(X),

что f (θ )= x и ‖ f ‖F(X )¶‖x‖Xθ +ǫ. Рассмотрим функцию

g(z) = M z−θ
0 Mθ−z

1 Tf (z), z ∈ S. (..)

(Вообще, доказательства основных утверждений о комплексном ме-

тоде интерполяции обычно требуют подбора подходящих функций

комплексного переменного.) Несложно проверяется, что она при-

надлежит F(Y). При этом

g(θ ) = Tf (θ ) = Tx = y.

Далее,

‖g(it)‖Y0
¶ M−θ0 Mθ

1 M0‖ f (it)‖X0
¶ M1−θ

0 Mθ
1 (‖x‖Xθ +ǫ),

‖g(1+ it)‖Y1
¶ M1−θ

0 Mθ−1
1 M1‖ f (1+ it)‖X1

¶ M1−θ
0 Mθ

1 (‖x‖Xθ +ǫ).

Мы видим, что y∈Yθ и справедлива оценка (..).

Переход от интерполяционной пары к промежуточным про-

странствам называется интерполяционным функтором. (Точное

определение см. в [] или [].) В данном случае это переход от

пары X к пространствам Xθ . Если

‖Tθ‖ ¶ C max(‖T0‖, ‖T1‖), (..)

где постоянная C не зависит от оператора T , то интерполяционный

функтор называют равномерным; в данном случае мы имеем равно-

мерный функтор с C=1. Справедливость неравенства (..) выра-

жают словами: этот функтор точный типа θ . Эта оценка означает

логарифмическую выпуклость нормы ‖Tθ‖ (т. е. выпуклость вниз

графика логарифма от этой нормы).

Замечание. Часто встречаются ситуации, когда первоначаль-

но T задан и ограничен только как оператор из X0 в Y0 и из X1
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в Y1. Пусть это операторы T0 и T1. Чтобы их можно было коррект-

но продолжить до ограниченного оператора из Σ(X) в Σ(Y), надо

предположить, что T0 = T1 на ∆(X). Это условие назовем условием
согласованности операторов T0 и T1. Достаточно предположить сов-

падение этих операторов на плотном в ∆(X) подмножестве. Если

же, скажем, X1 ⊂ X0, Y1 ⊂ Y0, то условие согласованности сводится

к условию T1=T0|X1
.

Поясним, что при условии согласованности оператор T на Σ(X)

корректно определяется формулой

Tx = T0 x0+T1 x1 (x = x0+ x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1).

Этот оператор действует изΣ(X) вΣ(Y), и его норма не превосходит

max(‖T0‖, ‖T1‖): в этом можно убедиться, подбирая для x слагаемые

x0 и x1 так, что
‖x0‖X0

+‖x1‖X1
¶ ‖x‖Σ(X )+ǫ

при наперед заданном сколь угодно малом ǫ>0.

.c. Приведем два важнейших примера. В них под U можно

понимать, в частности, Rn, или полупространство, или ограничен-

ную область (например, с липшицевой границей), или компактное

многообразие с краем или без края, именно эти случаи нам особен-

но интересны.

Теорема ... 1◦. При любых вещественных s0 6= s1 простран-
ства H s0(U) и H s1(U) образуют интерполяционную пару. При этом

[H s0(U), H s1(U)]θ = H s(U), (..)

где

s = (1−θ )s0+θ s1. (..)

В частности,

[H0(U), H1(U)]θ = Hθ (U). (..)

2◦. Пространства Lp0
(U) и Lp1

(U) при любых p0 6= p1 из [1, ∞]

образуют интерполяционную пару. При этом

[Lp0
(U), Lp1

(U)]θ = Lp(U), (..)

где
1
p
=

1−θ
p0
+
θ
p1

. (..)

Отметим, что в примере 2◦ не выполнено предположение о плот-

ности ∆(X), если один из индексов –– бесконечность.
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Доказательство формулы (..) для U=Rn. Как мы знаем,

пространства H s
= H s(Rn) изоморфны пространствам bH s

= bH s(Rn)

(см. п. .). Поэтому достаточно доказать аналогичную формулу для

пространств bH s. (Этим дело сводится к рассмотрению более про-

стых пространств –– весовых L2-пространств.) Для простоты будем

считать, что s0=0, s1=1. Рассмотрим пару X = (X0, X1), где X0=
bH0

и X1=
bH1. Достаточно проверить неравенства

‖v(ξ)‖Xθ ¶ ‖v(ξ)‖ bHθ и ‖v(ξ)‖ bHθ ¶ ‖v(ξ)‖Xθ (..)

для функций v(ξ) соответственно из bHθ и из Xθ .

Пусть v(ξ) принадлежит bHθ , т. е. (1+ |ξ|2)θ/2v(ξ)∈ bH0
= L2. Взяв

сколь угодно малое число ǫ>0, положим

f (z) = f (z, ξ) = exp(ǫz2−ǫθ 2)(1+ |ξ|2)−z/2(1+ |ξ|2)θ/2v(ξ).

(..)

Эта функция определена так, что f (θ )= v(ξ) и она принадлежит

F(X). При этом

‖ f (it)‖L2
¶ exp(−ǫt2)‖(1+ |ξ|2)θ/2v(ξ)‖L2

¶ ‖v‖ bHθ ,
‖ f (1+ it)‖ bH1 ¶ exp(ǫ(1− t2))‖(1+ |ξ|2)(θ−1+1)/2v(ξ)‖L2

¶ eǫ‖v‖ bHθ .

Это приводит к неравенству

‖v(ξ)‖Xθ ¶ eǫ‖v(ξ)‖ bHθ
и, значит, к первому из неравенств (..).

Чтобы получить второе, нужна некоторая подготовка. Нам по-

надобится следующая

Теорема .. (о трех прямых). Пусть числовая функция h(z)

голоморфна в полосе S0, непрерывна и ограничена в полосе S. Пусть
mθ –– верхняя грань ее модуля на вертикальной прямой с абсцис-
сой θ . Тогда

mθ ¶ m1−θ
0 mθ

1 (0 ¶ θ ¶ 1). (..)

Эта теорема аналогична известной теореме Адамара о трех кру-

гах. Доказательство есть, например, в [, п. .], и [, гл. XII, п. ].

Заметим еще, что для любых неотрицательных чисел m0 и m1

справедливо неравенство

m1−θ
0 mθ

1 ¶ max(m0, m1), (..)

легко проверяемое отдельно при m0>m1 и m0<m1.
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Перейдем к доказательству второго неравенства в (..).

Возьмем функцию v(ξ)∈ Xθ . Для сколь угодно малого ǫ>0 найдется

такая функция f (z)= f (z, ξ)∈ F(X), что f (θ , ξ)= v(ξ) и ‖ f ‖F(X ) ¶

¶‖v‖Xθ +ǫ. Рассмотрим функцию

g(z) = g(z, ξ) = (1+ |ξ|2)z/2 f (z). (..)

Далее, положим

h(z) =
∫

g(z, ξ)ϕ(ξ) dξ, (..)

где ϕ(ξ) –– любая финитная гладкая функция на Rn с единичной

L2-нормой. Здесь идея состоит в том, что при любом z

‖g(z, ξ)‖L2
= sup |h(z)|, (..)

где верхняя грань берется по всем только что указанным ϕ.

К числовой функции h(z) применим теорему о трех прямых c

замечанием после нее. Получим

|h(θ )| ¶
�

sup |h(it)|
�1−θ�

sup |h(1+ it)|
�θ
¶

¶ max
�

sup |h(it)|, sup |h(1+ it)|
�

. (..)

В силу неравенства Шварца имеем

|h(it)| ¶ ‖g(it)‖L2
, |h(1+ it)| ¶ ‖g(1+ it)‖L2

. (..)

Из (..)––(..) выводим, что

‖g(θ )‖L2
¶ max
�

sup ‖g(it)‖L2
, sup‖g(1+ it)‖L2

�
,

т. e.

‖ f (θ )‖ bHθ ¶ max
�

sup‖ f (it)‖L2
, sup‖ f (1+ it)‖ bH1

�
,

так что

‖v‖ bHθ ¶ ‖v‖Xθ +ǫ.

Получаем второе неравенство в (..).

Как можно перенести результат на другие U , мы будем объяс-

нять дальше. Его обобщения на пространства H s
p и Bs

p будут указаны

в § .

Утверждение 2◦ сразу проверяется для всех указанных U .

Доказательство утверждения ◦ для 1< p j<∞. Будем пользо-

ваться обозначениями

X0 = Lp0
(U), X1 = Lp1

(U), Xθ = [X0, X1]θ , Lp = Lp(U). (..)

 В первой части доказательства мы следуем книге [], во второй отклоняемся от

нее. В [] доказательство проведено для 1¶ p j ¶∞.
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Нужно проверить, что нормы функции в пространствах Lp и Xθ оце-

ниваются одна через другую. Сейчас через x придется обозначать

точку из U .

Пусть функция u(x) принадлежит Lp. Нормируем ее: пусть

‖u‖Lp
=1. Рассмотрим функцию

f (z) = exp(ǫz2−ǫθ 2)|u|p/p(z)u/|u|, (..)

где ǫ –– малое положительное число и 1/p(z) = (1 − z)/p0 + z/p1.

Множество точек x, в которых u(x)= 0, сейчас исключается из U .

Эта функция принадлежит пространству F(X) и равна u при z=θ .

Несложные оценки показывают, что

‖ f (it)‖Lp0
¶ 1, ‖ f (1+ it)‖Lp1

¶ eǫ, (..)

так что ‖ f ‖F(X )¶ eǫ. Это приводит к неравенству ‖u‖Xθ ¶‖u‖Lp
.

Докажем обратное неравенство. Предварительно заметим сле-

дующее. Из (..) вытекает, что

1
p′
=

1−θ
p′0
+
θ

p′1
. (..)

Действительно, это соотношение получается вычитанием из 1 обеих

частей формулы (..). Пусть v(x) –– функция из C∞
0 (U) с единич-

ной Lp′-нормой. Положим

g(z) = exp(ǫz2−ǫθ 2)|v|p′/p′(z)v/|v|, (..)

где снова ǫ –– малое положительное число и 1/p′(z)= (1− z)/p′0 +
+ z/p′1; точки x, в которых v(x)=0, исключаются из U . Эта функция

принадлежит F(X ′), где X ′ = (Lp′0
, Lp′1

), и равна v при z= θ . Анало-

гично (..) мы имеем

‖g(it)‖Lp′
0

¶ 1, ‖g(1+ it)‖Lp′
1

¶ eǫ. (..)

Возьмем теперь функцию u(x) из Xθ и для простоты нормиру-

ем ее: пусть ‖u‖Xθ = 1. Найдем такую функцию f (z) из F(X), что

f (θ )=u и ‖ f ‖F(X )¶1+ǫ, т. е.

‖ f (it)‖Lp0
¶ 1+ǫ и ‖ f (1+ it)‖Lp1

¶ 1+ǫ. (..)

Положим

h(z) =
∫

U

f (z, x)g(z, x) dx. (..)
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При z=θ

h(θ ) =
∫

U

u(x)v(x)dx, (..)

поэтому

‖u‖Lp
= sup |h(θ )|, (..)

где верхняя грань берется по всем указанным выше v. По теореме

о трех прямых с замечанием после нее

|h(θ )| ¶ max(sup |h(it)|, sup |h(1+ it)|). (..)

Применяя неравенство Гёльдера к интегралу (..), из (..)

и (..) получаем

|h(it)| ¶ 1+ǫ, |h(1+ it)| ¶ (1+ǫ)eǫ. (..)

Отсюда, из (..) и (..)

‖u‖Lp
¶ (1+ǫ)eǫ,

что и приводит к нужному неравенству ‖u‖Lp
¶‖u‖Xθ .

Утверждение 2◦ можно доказать также для пространств U с ме-

рой и функций со значениями в банаховых пространствах. Дополни-

тельно можно отметить следующее утверждение. Если X = (X0, X1) ––

банахова пара, то при 0<θ <1
�

Lp0
(U , X0), Lp1

(U , X1)
�
θ = Lp(U , Xθ ), (..)

где p такое же, как в (..).

.d. В качестве следствия из теорем .. и .. для про-

странств Lp получается теорема Рисса––Торина в формулировке То-

рина. Ее непосредственное доказательство приведено, например,

в [], п. ., и [, гл. , п. ].

Теорема ... Если линейный оператор T действует ограни-
ченным образом из пространства Lp j

(U) в пространство Lq j
(V) при

j=0, 1, где p0 6= p1, q0 6= q1 и p j , q j ∈ [1, ∞], то он действует ограни-
ченным образом из Lp(U) в Lq(V), где

1
p =

1−θ
p0
+
θ
p1

,
1
q =

1−θ
q0
+
θ
q1

, 0 < θ < 1. (..)

При этом справедлива оценка вида (..).
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Торин пользовался функциями, голоморфными в полосе, и этим

подсказал общую конструкцию в комплексном методе интерполя-

ции.

Выведем из теоремы Рисса––Торина два классических неравен-

ства для свертки двух функций

h(x) = ( f ∗ g)(x) =
∫

U

f (x− y)g( y) dy (..)

(ср. с []). Пусть функция f ∈ L1(U) фиксирована. Рассмотрим

(..) как оператор, переводящий g в h. Если g∈ L1(U), то нера-

венство

‖h‖L1(U) ¶ ‖ f ‖L1(U)‖g‖L1(U) (..)

получается по теореме Фубини. Если g∈ L∞(U), то очевидным обра-

зом

‖h‖L∞(U) ¶ ‖ f ‖L1(U)‖g‖L∞(U). (..)

Мы заключаем, что при f ∈ L1(U) свертка (..) –– ограниченный
оператор в любом пространстве Lp(U) и

‖h‖Lp(U) ¶ ‖ f ‖L1(U)‖g‖Lp(U) (1 ¶ p ¶ ∞). (..)

Теперь предположим, что функция f принадлежит некоторому

Lr(U), и попробуем рассмотреть (..) как оператор из Lp(U)

в Lq(U). При p= 1 согласно неравенству (..) с перестановкой

f и g имеем

‖h‖Lr(U) ¶ ‖g‖L1(U)‖ f ‖Lr (U) (1 ¶ r ¶ ∞). (..)

При p= r′,
1
r
+

1
r′
= 1, (..)

в силу неравенства Гёльдера

‖h‖L∞(U) ¶ ‖ f ‖Lr (U)‖g‖Lr′ (U). (..)

Делаем следующий вывод: наш оператор действует ограниченным

образом из Lp(U) в Lq(U) при

1
p =

1−θ
1
+
θ
r′

,
1
q =

1−θ
r +

θ
∞

, (..)

0<θ <1, при этом справедливо неравенство

‖h‖Lq(U) ¶ ‖ f ‖Lr (U)‖g‖Lp(U), (..)
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называемое неравенством Юнга. Исключая θ из (..), получаем,

что оно справедливо при

1
q
=

1
p
− 1

r′
, 1 < p < r′. (..)

Из теоремы Рисса––Торина несложно выводится также следую-

щая классическая теорема Хаусдорфа––Юнга:

Теорема ... Преобразование Фурье F –– непрерывный опера-
тор из Lp(Rn) в Lp′(R

n) при 1¶ p¶2, p+ p′= pp′. Более точно, при
этих p

‖Fu‖Lp′
¶ (2π)n/p′‖ f ‖Lp

. (..)

Доказательство. Как известно, F –– непрерывный оператор из

L2(Rn) в L2(Rn) (даже изоморфизм с точностью до множителя, см.

равенство Парсеваля (..)) и из L1(Rn) в L∞(Rn) (последнее легко

проверяется). Отсюда и следует утверждение теоремы, причем по-

лучается и оценка (..).

Имеется также аналогичная теорема, тоже Хаусдорфа––Юнга,

о рядах Фурье, см. [, гл. XII, п. ]. В [] доказывается также бо-

лее общая теорема Ф. Рисса для случая равномерно ограниченного

ортонормированного базиса вместо тригонометрической системы.

Теорема ... Пусть 1< p¶2, p+ p′= pp′.
1◦. Пусть u(t) –– функция из Lp(0, 2π) с коэффициентами Фурье

ck =
1

2π

2π∫

0

u(t)e−iktdt (k ∈ Z). (..)

Тогда последовательность c={ck}∞
−∞

принадлежит lp′ и

‖c‖lp′
¶ (2π)−1/p‖u‖Lp

. (..)

2◦. Пусть задана последовательность c= {ck}∞
−∞

, принадлежа-
щая lp. Тогда существует функция u∈ Lp′(0, 2π) с коэффициентами
Фурье (..) и

(2π)−1/p′‖u‖Lp′
¶ ‖c‖lp

. (..)

Поясним, что функция u(t) строится по коэффициентам Фурье

как предел частных сумм
∑
|k|¶N

ckeikt.
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.e. К нашему рассказу о комплексном методе мы добавим

следующую теорему, которая позволяет лучше понять свойства про-

странства F(X). Доказательство см. в [, гл. IV, § ].

Теорема ... 1◦. Для функций из F(X) при z= s+ it∈S0 имеет
место представление

f (z) =

∞∫

−∞

f (iτ)µ0(z, τ) dτ+
∞∫

−∞

f (1+ iτ)µ1(z, τ) dτ (..)

где

µ j(z, τ) =
1
2

sinπs
chπ(τ− t)− (−1) j cosπs

( j = 0, 1). (..)

2◦. При z∈S

‖ f (z)‖Σ(X ) ¶ ‖ f ‖F(X ). (..)

3◦. В пространстве F(X) плотно множество функций вида

g(z) = eδz2
N∑
1

xkeλkz, (..)

где xk∈∆(X), λk вещественны и δ>0. Следовательно, в F(X) плот-
но множество функций со значениями в ∆(X).

Последнее утверждение понадобится нам в п. ..

.. Вещественный метод. В разных формах вещественный

метод предложили Лионс, Петре (cм., например, [], [], [])

и другие математики; подробные ссылки см. в [], [] и []. Мы

приведем одно из возможных определений –– опишем так называе-

мый K-метод [].

Пусть снова (X0, X1) –– интерполяционная пара. Следуя Петре,

определим для t¾0 и x∈Σ(X) числовую функцию K(t, x)=K(t, x, X)

формулой

K(t, x)= inf
�
‖x0‖X0

+ t‖x1‖X1
: x0 ∈ X0, x1 ∈ X1, x = x0+ x1

	
. (..)

Она называется K-функционалом. При каждом t > 0 это норма

в Σ(X), эквивалентная исходной. При фиксированном x это непре-

рывная возрастающая выпуклая вверх функция []. Функции

K(t, x, X) и t−1K(t, x, X) (..)

ограничены сверху. Более того, как показано в [, c. ], первая

из этих функций имеет конечный предел при t→∞, а вторая при
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t→0. Отметим также, что

t−1K(t, x, (X0, X1)) = K(t−1, x, (X1, X0)). (..)

Теперь определяем вещественное интерполяционное простран-
ство Xθ ,q= (X0, X1)θ ,q при 0<θ <1 и 1¶ q<∞ как состоящее из всех

x∈Σ(X), для которых

‖x‖Xθ ,q
=

� ∞∫

0

(t−θK(t, x))q dt
t

�1/q

< ∞. (..)

Выражение (..) –– норма, и это пространство тоже банахово.

При q=∞ норма определяется формулой

‖x‖Xθ ,∞
= supt>0 t−θK(t, x). (..)

Все эти пространства содержат∆(X) и содержатся в Σ(X). Спра-

ведливы также следующие утверждения.

1. (X0, X1)θ ,q= (X1, X0)1−θ ,q.

2. ∆(X) плотно в Xθ ,q при q<∞.

3. Если X1⊂ X0, то Xθ1,q⊂ Xθ0,q при θ0<θ1.

4. Если q1< q2, то Xθ ,q1
⊂ Xθ ,q2

.

5. Если X0 и X1 совпадают, то с ними совпадают все Xθ ,q.

Приведем основную теорему о K-методе –– аналог теоремы ...

Пусть снова X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) –– две интерполяционные па-

ры и T –– линейный ограниченный оператор из Σ(X) в Σ(Y). Обо-

значим его сужения на X j , как и раньше, через Tj и сужение на Xθ ,q

через Tθ ,q. Это обозначение будет использоваться и в дальнейшем.

Теорема ... Пусть Tj –– ограниченные операторы из X j в Yj

с нормами ‖Tj‖=M j ( j = 0, 1). Тогда Tθ ,q –– ограниченный оператор
из Xθ ,q в Yθ ,q (0<θ <1, 1¶ q¶∞) с нормой Mθ ,q, удовлетворяющей
неравенству

Mθ ,q ¶ M1−θ
0 Mθ

1 . (..)

Доказательство. Пусть x∈ Xθ ,q. Мы имеем

K(t, Tx, Y ) ¶ ‖T0‖K
�‖T1‖
‖T0‖

t, x, X
�

.

Поэтому

‖Tx‖Yθ ,q
¶ ‖T0‖
� ∞∫

0

�
t−θK
�‖T1‖
‖T0‖

t, x, X
��q dt

t

�1/q

.
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Сделаем здесь в интеграле замену τ= (‖T1‖/‖T0‖)t. Получим

‖Tx‖Yθ ,q
¶ ‖T0‖
�‖T1‖
‖T0‖

�θ
‖x‖Xθ ,q

.

Таким образом, Tθ ,q x принадлежит Yθ ,q и справедлива нужная оцен-

ка.

Здесь мы тоже можем сказать, что интерполяционный функтор

X 7→ Xθ ,q является точным порядка θ .

Существуют другие вещественные методы: J-метод (Петре), ме-

тод средних (Лионса––Петре), метод следов (Лионса; этот метод под-

сказан теоремами о следах для пространств типа Соболева). Однако

доказывается их эквивалентность, обычно это делается в моногра-

фиях. См., например, [] и []. Эти методы могут пригодиться в си-

туации, когда надо исследовать интерполяцию новых пространств.

Мы не будем останавливаться на этих и других методах и на общем

понятии интерполяционного функтора. Очень советуем читателю

познакомиться, по крайней мере, с методом следов по книге Лион-

са––Мадженеса [] или книге Трибеля [].

Приведем пример вещественной интерполяции (аналог второй

части теоремы .., но без доказательства).

Теорема ... При 0<θ <1, 1¶ p0< p1¶∞

(Lp0
(U), Lp1

(U))θ ,p = Lp(U). (..)

Здесь U , θ и p такие же, как в теореме ...

Отметим, что соотношение (..) обобщается:

(Lp0
(U), Lp1

(U))θ ,q = Lp,q(U), (..)

где q> p0. Здесь справа –– пространство Лоренца, и это равенство

можно считать одним из его определений. Другие определения см.

в [] или []. Добавим, что в литературе по теории интерполяции

систематически изучались и другие классы пространств, близких к

пространствам Lp.

Укажем теперь следующий результат о совпадении веществен-

ного и комплексного методов.

Теорема ... Если H1 и H2 –– гильбертовы пространства и
одно из них непрерывно и плотно вложено в другое, то при 0<θ <1

(H1, H2)θ ,2 = [H1, H2]θ . (..)

Этот факт содержится в книге [, п. .., замечание ].
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Несколько свободнее предположения в статье []: там требу-

ется только, чтобы эти пространства образовывали интерполяцион-

ную пару и пересечение этих пространств было плотно в них. Это

совпадение фактически было известно Лионсу [].

В частности, при 0<θ <1, s0 6= s1

(H s0(U), H s1(U))θ ,2 = H s(U), (..)

где s определено в (..).

Набор интерполяционных соотношений для вещественного ме-

тода и пространств H s
p и Bs

p будет приведен в § .

.. Ретракции и коретракции. Теоремы, формулируемые в

трех ближайших пунктах, хорошо известны; доказательства можно

найти в [] и []. Мы хотим, в частности, объяснить, как реально

расширяется круг пространств, допускающих интерполяцию.

Приведем следующее определение. Пусть X и Y –– два банаховых

пространства и R –– непрерывный оператор из X в Y . Он называется

ретракцией, если имеет непрерывный правый обратный оператор

T : RT = I, где I –– единичный оператор в Y . Пространство Y при

этом называется ретрактом для пространства X , а оператор T ––

коретракцией.

Очевидно, что P= TR –– проектор в X , т. е. P2
= P. Действитель-

но, (TR)2
=T(RT)R=TR.

Подпространство X ′ в X называется дополняемым, если в X есть

другое подпространство X ′′, такое, что X есть прямая сумма X ′∔ X ′′.
Из существования непрерывного проектора P на X ′ следует, что это

подпространство дополняемо:

X = PX ∔ (I− P)X . (..)

Здесь I –– единичный оператор в X .

Верно и обратное: если пространство X есть прямая сумма

подпространств X ′ и X ′′, то имеются непрерывные проекторы про-

странства X на X ′ и X ′′. А именно, если X ∋ x= x′+ x′′, где x′ ∈ X ′

и x′′∈ X ′′, то можно положить Px= x′, (I− P)x= x′′.
Пространство X ′′ можно выбирать по-разному, и проектор P за-

висит от его выбора. Иногда говорят, что P проектирует X на X ′

параллельно X ′′.
Конечномерные пространства всегда дополняемы. См. предло-

жение ... Подпространства гильбертова пространства тоже все-

гда дополняемы –– имеют ортогональные дополнения.
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Итак, X1 = TY –– дополняемое подпространство в X . Ретракт Y
для X оказывается изоморфным ему: R и T –– взаимно обратные

преобразования X1→Y и Y→ X1.

Теперь меняем обозначения. Пусть имеются две интерполяци-

онные пары X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1). Пусть заданы непрерывные

отображения R : Σ(X)→Σ(Y) и T : Σ(Y )→Σ(X). Предположим, что

Y0 –– ретракт для X0 с ретракцией R0 и коретракцией T0, которые

являются сужениями исходных отображений R и T на X0 и Y0 соот-

ветственно. Аналогично, пусть Y1 –– ретракт для X1 с ретракцией R1

и коретракцией T1, которые являются сужениями исходных отобра-

жений R и T соответственно на X1 и Y1. Операторы Ri и Ti считаются

непрерывными.

Теорема ... При этих предположениях Yθ , 0 < θ < 1, –– ре-
тракт для Xθ . Соответствующие ретракция Rθ и коретракция Tθ
являются сужениями отображений R и T соответственно на Xθ и Yθ .

Аналогично Yθ ,q –– ретракт для Xθ ,q, 0<θ < 1, 1¶ q¶∞. Соот-
ветствующие ретракция Rθ ,q и коретракция Tθ ,q являются суже-
ниями исходных отображений R и T соответственно на Xθ ,q и Yθ ,q.

Нам эта теорема нужна в ситуации, когда мы знаем Rθ Xθ или

Rθ ,q Xθ ,q. Поэтому удобнее

Следствие ... При предположениях теоремы .. Rθ Xθ сов-
падает с Yθ и Rθ ,q Xθ ,q совпадает с Yθ ,q.

Приведем пример применения этого утверждения. Операция

сужения функций пространства H s(Rn) на ограниченную область Ω

с гладкой или липшицевой границей Γ (или полупространство) есть

ретракция этого пространства на H s(Ω): как мы знаем, есть соответ-

ствующая коретракция –– операция продолжения функций из H s(Ω)

до функций из H s(Rn) (см. § ). Поэтому если уже установлено, что

формула (..) верна для пространств H s(Rn), то аналогичный

результат для пространств H s(Ω) получается как следствие. Отме-

тим, что без универсального оператора продолжения из § , дей-

ствующего и при отрицательных s, в полной мере такой результат

не получился бы. Аналогично обстоит дело с пространствами в Rn
+

.

В частности, мы видим, что пространства с дробными индексами
можно определять при помощи интерполяции пространств с целы-
ми индексами.

Частично аналогичным способом можно получить эти формулы и

для замкнутых многообразий –– границ Γ ограниченных областей Ω,
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гладких или липшицевых. Имеется ретракция H s+1/2(Ω)→ H s(Γ) ––

переход к следу функции из H s+1/2(Ω) в H s(Γ) при s> 0 в случае

гладкой границы и при 0 < s < 1 в случае липшицевой границы.

Имеется соответствующая коретракция –– восстановление функции

(точнее, одной из функций) по заданному следу. Из справедливости

формулы (..) в Ω выводим, что она справедлива на Γ –– в указан-

ных пределах для s.

Но эти ограничения снимаются: cм. книгу Трибеля [], где ис-

пользуются локальные карты, и его статью []. Затем результат

распространяется на проcтранства функций на части многообразия

(соответственно c гладкой или липшицевой границей).

Следующая теорема об интерполяции (дополняемых) подпро-

странств выводится из следствия ...

Теорема ... Пусть (X0, X1) –– интерполяционная пара и Z ––
дополняемое подпространство в Σ(X), причем сужения соответст-
вующего проектора на X0 и X1 непрерывны. Тогда (X0∩ Z, X1 ∩ Z) ––
тоже интерполяционная пара и

[X0∩ Z, X1∩ Z]θ = [X0, X1]θ ∩ Z, (..)

(X0∩ Z, X1∩ Z)θ ,q = (X0, X1)θ ,q∩ Z. (..)

Относительно интерполяции фактор-пространств см. п. ..

в [].

.. Двойственность. Приведем сначала следующий общий

факт (см. [, п. .]).

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) –– интерполяционная пара и
X∗j –– пространства, сопряженные к X j ( j=0, 1). Тогда X∗=(X∗0 , X∗1 ) ––
тоже интерполяционная пара и справедливы соотношения

[∆(X)]∗ = Σ(X∗), [Σ(X)]∗ = ∆(X∗). (..)

Теперь сформулируем теорему о двойственности для веществен-

ного и для комплексного методов (cм. [], пп. . и .).

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) –– интерполяционная пара.
Тогда при 0<θ <1, 1¶ q<∞

(X0, X1)∗θ ,q = (X∗0 , X∗1 )θ ,q′,
1
q +

1
q′
= 1. (..)
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Если хотя бы одно из пространств X0 и X1 рефлексивно, то

[X0, X1]∗θ = [X∗0 , X∗1 ]θ , 0 < θ < 1, (..)

с равенством норм.

Приведем примеры к этой теореме.

. Очевидным образом справедливы формулы

[H s0(Rn), H s1(Rn)]∗θ = [H−s0(Rn), H−s1(Rn)]θ , (..)

[Lp0
(U), Lp1

(U)]∗
θ
= [Lp′0

(U), Lp′1
(U)]θ . (..)

. Используя сопряженность пространств H s(Ω) и eH−s(Ω), полу-

чаем из формулы (..) для H s(Ω) в ограниченной липшицевой

области Ω

Следствие ... Формула вида (..) верна для пространств
eH s(Ω).

Замечание ... В интересующих нас случаях все формы, опре-

деляющие двойственность, –– продолжения одной и той же формы

на прямые произведения соответствующих пространств. Это у нас

продолжения скалярного произведения в L2 на том или ином мно-

жестве –– в Rn, на компактном многообразии, в Rn
+

, в ограниченной

области, на замкнутой поверхности или на ее части –– на прямые

произведения пространств.

Следует учесть, что в этих случаях для формы получается обоб-

щенное неравенство Шварца

|(u, v)| ¶ C‖u‖‖v‖∗ (..)

c постоянной C, не обязательно равной 1. Если C=1, то будем гово-

рить, что (..) –– точное неравенство Шварца. В теоремах ..

и .. имеется в виду точное неравенство Шварца. Чтобы перейти

от обобщенного неравенства Шварца к точному, достаточно сделать

перенормировку, например, заменить норму ‖v‖∗ на ‖v‖′=‖v‖∗/C.

В общем случае в комплексном методе тоже используется только

одна двойственность между X0∩ X1 и X∗0 + X∗1 и ее продолжения по

плотности в пространствах этого метода.

.. Повторная интерполяция. Часто полезны теоремы о ре-
итерации. Их смысл состоит в следующем. Если мы получили два

пространства интерполяцией из пространств X0 и X1 и прово-

дим повторную интерполяцию, отправляясь от полученных про-
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странств, то получатся пространства, которые мы могли бы полу-

чить при первичной интерполяции. Вот формулировка для ком-

плексной интерполяции; здесь связь индексов не нуждается в ком-

ментариях.

Теорема ... Пусть {Xθ} –– шкала пространств, полученная
комплексной интерполяцией из пространств X0 и X1, и пусть

θ = (1−η)θ0+ηθ1, (..)

где η, θ0 и θ1 лежат строго между нулем и единицей и θ0 6=θ1. Тогда

[Xθ0
, Xθ1

]η = Xθ (..)

c равенством норм.

Аналогичный результат для вещественной интерполяции форму-

лируется немного сложнее ([, с. ]):

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) –– интерполяционная пара,

и пусть

0 < θ j < 1, 0 < η < 1, θ = (1−η)θ0+ηθ1, 1 ¶ q ¶ ∞. (..)

Тогда при θ0 6=θ1 и любых q j ∈ [1, ∞]

(Xθ0,q0
, Xθ1,q1

)η,q = Xθ ,q. (..)

Если же θ0=θ1=θ , то соотношение (..) верно при

1
q
=

1−η
q0
+
η

q1
. (..)

Далее, справедливы также следующие соотношения для после-

довательно выполняемых вещественной и комплексной или ком-

плексной и вещественной интерполяций (см. [, п. .]).

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) –– интерполяционная пара,

0 < θ0 < θ1 < 1, 0 < η < 1, 1 ¶ q j ¶ ∞,

θ = (1−η)θ0+ηθ1,
1
q =

1−η
q0
+
η

q1
.

(..)

Тогда

[Xθ0,q0
, Xθ1,q1

]η = Xθ ,q. (..)

Далее, при 1¶ q¶∞

(Xθ0
, Xθ1

)η,q = Xθ ,q. (..)
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.. Интерполяция и экстраполяция обратимости. Результа-

ты в этом пункте особенно полезны при изучении уравнений в част-

ных производных.

.a. Теорема ... Пусть X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) –– две ин-
терполяционные пары и T –– непрерывный оператор из Σ(X) в Σ(Y).
Предположим, что оператор Tθ непрерывен и обратим при θ = 0

и 1. Дополнительно предположим, что выполнены следующие усло-
вия согласованности: сужения операторов T0 и T1 на ∆(X) совпа-
дают, а обратные к ним операторы совпадают на ∆(Y ). Тогда все
Tθ : Xθ→Yθ –– обратимые операторы.

Аналогичное утверждение верно для вещественной интерполя-
ции.

Без дополнительного предположения эти результаты неверны,

есть примеры. Наиболее простым является случай, когда X1 ⊂ X0

и T1 = T0|X1
. Похожая теорема приведена и используется в статье

[] для случая X =Y .

Доказательство теоремы ... По операторам S0 = T−1
0 на

Y0 и S1 = T−1
1 на Y1 корректно определяется их продолжение S на

Σ(Y ), и это ограниченный оператор из Σ(Y) в Σ(X) (см. замечание

в п. .b). Несложно проверяется, что это двусторонний обратный

к T . Например, если

y = y0+ y1, yj ∈ Yj ,

то

TSy = T(S0 y0+S1 y1) = T0S0 y0+T1S1 y1 = y0+ y1 = y,

так что TS –– единичный оператор; аналогично проверяется, что

и ST –– единичный оператор.

Остается воспользоваться теоремами .. и ...

Кроме того, есть сильная теорема об экстраполяции обрати-
мости для комплексной интерполяции, дающая результат, который

иногда, в конкретных ситуациях, трудно получить без нее. Примеры

ее применения будут указаны в § . Другое и чаще используемое

название –– теорема об устойчивости обратимости.

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) –– две интерпо-
ляционные пары и T –– непрерывный оператор из Σ(X) в Σ(Y). Пред-
положим, что его сужение Tθ : Xθ→ Yθ –– обратимый оператор при
некотором θ =θ0∈ (0, 1). Тогда Tθ –– обратимый оператор для θ из
некоторой окрестности точки θ0.
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Такую теорему получил Шнейберг [], его результаты имели

большой резонанс в литературе. Эта теорема вызывает ассоциацию

с классическим фактом из функционального анализа –– оператор,

близкий по норме к обратимому оператору, обратим, –– но она глуб-

же, речь идет о пространствах с разными нормами, и доказатель-

ство нетривиально. Аналогичная теорема для вещественной интер-

поляции получена в [] (экстраполяция обратимости по θ , автор

указал некоторую аналитическую структуру в вещественном методе

интерполяции) и в [] (экстраполяция обратимости по (θ , q)). См.

также ссылки в [], § .

Интересны и полезны оценки Шнейберга, приведем сначала

наиболее просто формулируемый результат.

Если Tt –– обратимый оператор, то норму обратного к нему опе-

ратора обозначим через β(t). Пусть M=max‖Tj‖ ( j=0, 1).

Теорема ... Пусть T1/2 обратим. Тогда Tt обратим при

q0(t) <
h

Mβ
�

1
2

�i−1

, где q0(t) =

���tg
h
π
2

�
t− 1

2

�i���, (..)

и при этом

β(t) ¶
Mβ
�

1
2

�
−q0(t)

M
h

1−q0(t)Mβ
�

1
2

�i . (..)

Поясним, что

β
�

1
2

�
¾

1
‖T1/2‖

¾
1
M

в силу (..), поэтому Mβ
�

1
2

�
¾ 1, a q0(t)< 1, так что числитель

справа в (..) положителен.

В тех же работах доказываются теоремы об экстраполяции

(устойчивости) фредгольмовости с сохранением индекса операто-

ра. (См. определения в п. ..) Там же показано, что если ядро

или коядро исходного оператора тривиально, то и это его свойство

устойчиво. См. также [].

.b. В оставшейся части этого пункта мы приведем более пол-

ные результаты Шнейберга и наметим их доказательства, не очень

простые. Мы сделаем это с некоторой дополнительной проработкой

подробностей, но при следующем дополнительном предположении:

хотя бы одно из пространств X j рефлексивно. Это позволит восполь-

зоваться соотношением (..).
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Читатель может при желании пропустить этот материал.

Введем обозначение

γ(θ ) = γ(θ , T) = inf
‖Tx‖Yθ

‖x‖Xθ

(..)

и обозначим через KT множество точек θ , в которых γ(θ )>0. Пусть

s∈ KT . Основной результат Шнейберга состоит в оценке γ(t) снизу

в других точках t, позволяющей оценить размеры окрестности точ-

ки s, принадлежащей KT . Для s, t∈ (0, 1) положим

q(s, t) =

������

tg
h
π
2

�
s− 1

2

�i
− tg
h
π
2

�
t− 1

2

�i

1− tg
h
π
2

�
s− 1

2

�i
tg
h
π
2

�
t− 1

2

�i

������
. (..)

В частности, q(1/2, t)= q0(t). Заметим, что q(s, t)<1, так как

tgα(1+ tgβ) < 1+ tgβ

при −π/4<β ¶α<π/4.

Теорема ... Справедливо неравенство

γ(t) ¾ M
γ(s)−q(s, t)M
M−q(s, t)γ(s)

. (..)

Доказательство. Нам понадобится следующее обобщение из-

вестной леммы Шварца для функции ϕ(z), голоморфной и удовле-

творяющей неравенству |ϕ(z)|¶M1 внутри единичного круга (см.

[]): для любых точек z и λ из этого круга

|ϕ(z)| ¾ M1

|ϕ(λ)|−
��� λ− z

1− ¯̄zλ

���M1

M1−
��� λ− z

1− ¯̄zλ

���|ϕ(λ)|
. (..)

Из этого неравенства при помощи конформного преобразования

выводится неравенство для функций ϕ(z), голоморфных и удовле-

творяющих условию |ϕ(z)|¶M1 в вертикальной полосе S0. Запишем

его при вещественных s, t∈ (0, 1):

|ϕ(t)| ¾ M1

|ϕ(s)|−q(s, t)M1

M1−q(s, t)|ϕ(s)| =
|ϕ(s)|−q(s, t)M1

1−q(s, t)
|ϕ(s)|

M1

. (..)

Заметим, что последнее выражение уменьшается с увеличением M1.

(Если ухудшается заданная оценка сверху, то ухудшается получае-

мая оценка снизу.)

Отсюда мы выведем оценку для функции f ∈ F(X):
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Лемма ... Справедливо неравенство

‖ f (t)‖Xt
¾ ‖ f (z)‖F(X )

‖ f (s)‖Xs
−q(s, t)‖ f (z)‖F(X)

‖ f (z)‖F(X)−q(s, t)‖ f (s)‖Xs

. (..)

Доказательство леммы. Достаточно получить это неравенство

для функций f из F(X) со значениями в∆(X) (вместоΣ(X)), так как

множество таких функций плотно в F(X). (Это отмечено в утвер-

ждении 3◦ теоремы ...) Итак, пусть значения f (z) принадле-

жат ∆(X). Воспользуемся первой из формул (..). Она означает,

что имеется билинейная (не полуторалинейная) форма 〈 f , g〉 на

∆(X)× Σ(X∗), выражающая общий вид линейного непрерывного

функционала на∆(X). Она непрерывна по нормам в этих простран-

ствах и удовлетворяет точному неравенству Шварца

|〈 f , g〉| ¶ ‖ f ‖∆(X )‖g‖Σ(X ∗). (..)

Если g(z)∈ F(X∗), то функция

ϕ(z) = 〈 f (z), g(z)〉 (..)

голоморфна в S0 и ограничена в S, так что можно пользоваться

неравенством (..). Теперь подберем g(z).

Так как f (s) принадлежит Xs, а сопряженным к этому простран-

ству является X∗s (см. теорему ..), в последнем пространстве

найдется функционал g, принимающий значение ‖ f (s)‖Xs
на f (s)

с нормой ‖g‖X ∗s
=1. (См. [, гл. IV, § , п. ]) Он остается линейным

непрерывным функционалом на ∆(X) и допускает запись 〈 f , g〉
с тем же g. Теперь, задав малое ǫ > 0, найдем такую функцию

g(z) ∈ F(X∗), что g(s)= g и ‖g(z)‖F(X ∗) < 1+ ǫ. Этим определяется

функция (..). На границах полосы S

|ϕ(z)| ¶ ‖ f (z)‖F(X )(1+ǫ); (..)

согласно теореме о трех прямых и замечанию после нее это нера-

венство сохраняется во всей полосе S. В точках s и t имеем

|ϕ(s)| = ‖ f (s)‖Xs
и |ϕ(t)| ¶ ‖ f (t)‖Xt

(1+ǫ). (..)

Из (..), (..) и (..) получаем неравенство

‖ f (t)‖Xt
¾ ‖ f (z)‖F(X )

‖ f (s)‖Xs
−q(s, t)‖ f (z)‖F(X)(1+ǫ)

‖ f (z)‖F(X)(1+ǫ)−q(s, t)‖ f (s)‖Xs

(..)

после сокращения на 1+ ǫ. Переходим к пределу при ǫ→0 и полу-

чаем (..).
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Вернемся к доказательству теоремы ... Пусть x∈Xt и ‖x‖Xt
=1.

Тогда для сколь угодно малого ǫ > 0 существует такая функция

f (z)∈ F(X), что ‖ f ‖F(X )¶1+ǫ и f (t)= x. По лемме (с перестановкой

s и t)

‖ f (s)‖Xs
¾ (1+ǫ)

1−q(s, t)(1+ǫ)

1+ǫ−q(s, t)
= r(ǫ). (..)

Рассмотрим функцию h(z)=Tf (z). Она принадлежит F(Y ). Мы имеем

‖h(z)‖F(Y) ¶ M(1+ǫ), ‖h(s)‖Ys
¾ γ(s)r(ǫ). (..)

Снова по лемме

‖h(t)‖Yt
¾ M(1+ǫ)

γ(s)r(ǫ)−q(s, t)M(1+ǫ)

M(1+ǫ)−q(s, t)γ(s)r(ǫ)
. (..)

При ǫ→0 величина r(ǫ) стремится к 1, так что из (..) получаем

‖h(t)‖Yt
¾ M

γ(s)−q(s, t)M
M−q(s, t)γ(s)

.

Это и приводит к неравенству (..).

Следствие ... Если s∈KT и

γ(s) > Mq(s, t), (..)

то t∈KT .

При s=1/2 неравенство (..) принимает вид γ(s)>Mq0(t).

Теперь рассмотрим вместо KT множество LT точек s на интерва-

ле (0, 1), в которых оператор Ts обратим. Для этих точек мы имеем

γ(s, T) = ‖T−1
s ‖
−1
= [β(s)]−1. (..)

Лемма ... Если LT непусто, то LT =KT .

Доказательство. Если t∈KT , то справедлива априорная оценка

‖x‖Xt
¶ γ−1(t)‖Tx‖Yt

.

Для оператора Tt : Xt→ Yt она гарантирует отсутствие ядра и зам-

кнутость области значений (см. в п. . замечание к предложе-

нию ..). Если есть точка s∈ LT , то все ∆(Y ) принадлежит образу

оператора Ts : Xs→ Ys и, значит, образу оператора T : Σ(X)→Σ(Y),

а тогда и образу оператора Tt : Xt→Yt при всех t∈KT . Но множество

∆(Y ) у нас плотно во всех Yt. Поэтому Yt=TXt при всех t∈KT .

Этой леммы нет в [].

Из этой леммы, (..) и следствия .. получаем
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Следствие ... Если s∈ LT и q(s, t)< [Mβ(s)]−1, то t∈ LT . При
этом

β(t) ¶
Mβ(s)−q(s, t)

M(1−q(s, t)Mβ(s))
. (..)

Здесь, как в (..), положительность знаменателя влечет поло-

жительность числителя.

В частности, получаем утверждение теоремы ...

.. Дальнейшие результаты.

.a. В контексте нашей книги полезно остановиться на про-

странствах, которые строятся при помощи дробных степеней опе-

раторов.

Пусть A –– неограниченный самосопряженный положительный

оператор в гильбертовом пространстве H. По его вещественным

степеням Aγ можно построить шкалу гильбертовых пространств Ht,

такую, что Aγ изоморфно отображает Ht на Ht−γ при любом t. См.

п. .c.

Теорема ... Любые два пространства Ht1
, Ht2

образуют ин-
терполяционную пару, и при 0<θ <1

[Ht1
, Ht2

]θ = H(1−θ )t1+θ t2
. (..)

Доказательство можно найти, например, в книге [].

Приведем примеры. В L2(Rn) в качестве A можно взять опера-

тор Λ (см. § ), его степени порождают шкалу пространств H t(Rn).

На замкнутом гладком римановом многообразии M в качестве A
можно взять аналогичный оператор (−∆+ 1)1/2 (где ∆ –– оператор

Бельтрами––Лапласа), см. п. ., это оператор с дискретным спек-

тром, и его степени порождают шкалу пространств H t(M). В по-

лупространстве, ограниченной области и на многообразии с краем

можно рассматривать степени операторов, связанных с некоторы-

ми эллиптическими задачами.

В частности, сказанное очень полезно в случае тора T = Tn.

В этом случае оператор A= (−∆+1)1/2 имеет ортонормированный

базис в L2(T) из собственных функций (2π)−n/2eiα·x , соответствую-

щие собственные значения –– это (|α|2 + 1)1/2. Поэтому степени As

(s∈R) определяются на гладких (для простоты) функциях

u(x) =
∑
α∈Zn

cα(u)eiα·x
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формулой

Asu(x) =
∑
α∈Zn

(|α|2+1)s/2cα(u)eiα·x. (..)

Так как As изоморфно отображает H s(T) на L2(T), то норма в H s(T)

оказывается эквивалентной выражению (..):
�∑

(1+ |α|2)s|cα(u)|2
�1/2

. (..)

Отметим еще, что как в теории уравнений в частных произ-

водных, так и в абстрактной теории операторов часто есть «свои»,

внутренние средства для установления, скажем, ограниченности,

обратимости или фредгольмовости изучаемых операторов, действу-

ющих в шкалах банаховых пространств, без ссылок на теорию ин-

терполяции. В частности, мы это уже видели в главах II и III и уви-

дим в дальнейших параграфах (и в []). Но по сути там часто можно

выявить механизмы теории интерполяции. Она предоставляет по-

лезную точку зрения на эти средства.

.b. Приведем теперь некоторые утверждения об экстраполя-

ции свойства компактности оператора (см. [], а также ссылки

в этой работе и в [, § , п. ]).

Теорема ... Пусть X = (X0, X1) и Y = (Y0, Y1) –– две банаховы
пары, и пусть T : Σ(X)→Σ(Y) –– непрерывный оператор. Тогда:

. Если оператор Tθ : Xθ→Yθ компактен при некотором θ ∈ (0, 1),

то это же верно при всех θ ∈ (0, 1).
. Если оператор T1 : X1→Y1 компактен, то оператор Tθ ,q : Xθ ,q→

→Yθ ,q компактен при всех θ ∈ (0, 1) и q∈ [1, ∞].

Отметим, что в теоремах об эллиптических операторах в огра-

ниченных областях или на замкнутых многообразиях компактность

обычно непосредственно видна из того, что пространство, содержа-

щее образ оператора, компактно вложено в область его определе-

ния. Но вот пример работы по уравнениям в частных производных,

в которой результаты из [] понадобились: [].

.c. В ряде работ рассматривался вопрос о зависимости спек-

тра оператора от индексов пространства, построенного по интерпо-

ляционной паре. Известны примеры, когда спектр зависит от этих

индексов. Простейший пример: спектр оператора Чезаро

Tu(t) =
1
t

t∫

0

u(τ) dτ
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в пространстве Lp(0, ∞), 1< p<∞, зависит от p. См. []. Упомя-

нем теперь один положительный результат [, с. ].

Теорема ... Пусть (X0, X1) –– интерполяционная пара и T ––
непрерывный оператор в Σ(X). Предположим, что спектр σ(Tθ0

)

счетен при некотором θ0 ∈ [0, 1]. Тогда спектры σ(Tθ ) совпадают
с ним при θ ∈ (0, 1).

На весь отрезок [0, 1] этот результат не распространяется.

Отметим, однако, что в классических эллиптических задачах

в ограниченных областях и на замкнутых многообразиях счетность

спектра и его независимость от индексов пространства обычно лег-

ко следует из теоремы о повышении гладкости решений. Это мы

видели в главе II и увидим в §§ ––.

.d. Приведем еще одну полезную теорему, для определенно-

сти для комплексного метода интерполяции. Пусть имеется набор

банаховых пространств {Xt}, где индекс t изменяется на некотором

интервале I. Скажем, что они образуют интерполяционную шкалу
для комплексного метода, если любые два пространства Xt0

и Xt1

с t0 < t1 образуют интерполяционную пару и все пространства Xt

с t∈ (t0, t1) получаются из нее комплексной интерполяцией:

Xt = [Xt0
, Xt1

]θ , где t = t0(1−θ )+ t1θ . (..)

Теорема ... Пусть банаховы пространства Xi (i=1, 2, 3, 4)

непрерывно вложены в некоторое хаусдорфово пространство. Если

[X1, X3]θ = X2 и [X2, X4]ϑ = X3, где θ , ϑ ∈ (0, 1), (..)

то

[X1, X4]ξ = X2 и [X1, X4]η = X3, (..)

где

ξ =
θϑ

1−θ +θϑ , η =
ϑ

1−θ +θϑ . (..)

Это теорема Вольфа [], см. также []. Имеется ее вариант

для вещественного метода интерполяции. По существу эта теоре-

ма означает, что если две интерполяционные шкалы совпадают на

пересечении соответствующих промежутков изменения индекса, то

их можно объединить в одну шкалу. Кроме того, шкалы могут «вет-

виться».

Нам эта теорема полезна для понимания вариационных эл-

липтических задач. А именно, мы знаем, что пространства H s(Ω)
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и eH s(Ω) совпадают, c точностью до эквивалентности норм, при

|s| < 1/2. Это позволяет составлять интерполяционные шкалы из

пространств eH s(Ω) левее (или правее) какой-нибудь точки s0 ∈
∈ (−1/2, 1/2) и пространств H s(Ω) правее (соответственно левее)

этой точки. Пространство решений и пространство правых частей

оказываются лежащими в одной интерполяционной шкале. Мы

упоминали об этом в п. .. Но две нормы в этих пространствах при

0 6= s∈ (−1/2, 1/2) только эквивалентны (не совпадают). Аналогич-

но обстоит дело с операторами на части границы (§§ ––). См.

также § .

.e. Приведем теперь теорему, которая понадобится в § .

Мы ее взяли из работы [], где эта теорема приведена со ссылкой

на [, п. .b].

Теорема ... Пусть X , Y и Z –– три банаховых пространства,

X непрерывно вложено в Y и T –– линейный ограниченный опера-
тор из X в Z. Предположим, что при некоторых постоянных C>0

и σ∈ (0, 1) справедливо неравенство

‖Tu‖Z ¶ C‖u‖1−σX ‖u‖σY (u ∈ X). (..)

Тогда T непрерывно продолжается до ограниченного оператора из
(X , Y )σ,1 в Z.

.. Позитивные операторы и их дробные степени. Пусть

X –– банахово пространство c нормой ‖ · ‖ и A –– замкнутый линей-

ный оператор в X с плотной областью определения D(A)⊂ X . Он

называется позитивным, если замкнутая отрицательная полуосьR−
принадлежит резольвентному множеству этого оператора и на ней

для резольвенты R(λ)= (A−λI)−1 выполняется неравенство

‖R(λ)‖ ¶ C
1+ |λ| . (..)

Отсюда следует, что резольвентное множество содержит некоторый

сектор с биссектрисой R− и некоторую окрестность начала (cм., на-

пример, []); в угле чуть меньшего раствора с той же биссектрисой

и чуть меньшей окрестности сохраняется неравенство вида (..).

Для простоты мы ограничимся рассмотрением позитивных опе-

раторов с дискретным спектром.

Через Λ сейчас обозначим фиксированный замкнутый сектор

с биссектрисой R+, вне которого верна оценка (..). Он содержит

спектр оператора.
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Примерами позитивных операторов являются оператор A1 в H−1

и оператор A2 в H0 из п. .. В этих случаях есть (один и тот же)

сектор Λ раствора меньше π. Примеры позитивных операторов в § 

и §  –– это, конечно, эллиптические с параметром вдоль R− системы

и задачи с однородными граничными условиями, однозначно разре-

шимые во всех точках замыкания этого луча.

Для позитивного оператора A можно определить его степени Az

с произвольным комплексным z. Степени A−α c Reα> 0 определя-

ются формулой

A−α = − 1
2πi

∫

γ

λ−αR(λ) dλ. (..)

Здесь бесконечный контур γ охватывает спектр оператора A. В ос-

новном он идет по лучам, охватывающим сектор Λ, но вблизи на-

чала координат обходит его справа и не имеет общих точек с R−.

Направление обхода –– снизу из бесконечности, т.е. положительное.

Это ограниченный оператор. Неограниченный оператор Aα опреде-

ляется как обратный к A−α. Определения степеней Aα при общих

комплексных α можно смотреть, например, в книгах [] и [],

а также в [] и [].

При перемножении двух степеней действует обычное правило

сложения показателей. Если 0 ¶ α < β , то область определения

D(Aβ ) плотно вложена в D(Aα). Кроме того, в гильбертовом про-

странстве (Aα)∗= (A∗)α [].

В литературе большое внимание было уделено нахождению об-

ластей определения положительных дробных степеней.

Упомянем теорему Като из [] (усиление результата Красно-

сельского––Соболевского, ; см. []). В частности, в ней содер-

жится следующий результат.

Теорема ... Если A и B –– позитивные операторы в гильбер-
товых пространствах H и H ′ соответственно и T –– ограниченный
оператор из H в H ′, такой, что TD(A)⊂D(B) и ‖BTu‖H ′¶C‖Au‖H на
D(A), то TD(Aθ )⊂D(Bθ ) и ‖BθTu‖H ′ ¶Cθ‖Aθu‖H на D(Aθ ), 0<θ <1.

Однако особенно интересна следующая теорема, доказанная в

книге Трибеля [, п. .].

Теорема ... Пусть A –– позитивный оператор в гильберто-
вом пространстве X =H и его чисто мнимые степени Ait –– ограни-
ченные операторы при достаточно малом t, имеющие равномерно
по t ограниченные нормы. Тогда если 0¶Reα<Reβ <∞ и 0<θ <1,
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то
[D(Aα), D(Aβ )]θ = D(Aα(1−θ )+βθ ). (..)

Aрендт в [, п. ..] указывает, что верно и обратное утвер-

ждение.

Простейший случай, когда чисто мнимые степени ограничены, ––

это случай самосопряженного позитивного оператора A в гильбер-

товом пространстве H. Отчасти повторяя сказанное в п. .c, на-

помним, что в этом случае в H имеется ортонормированный базис

из собственных векторов e j нашего оператора ( j = 1, 2, …), и если

λ j –– соответствующие собственные значения, то любой вектор в H
разлагается в ряд

u =
∞∑
1

(u, e j)e j , ‖u‖2 =
∞∑
1

|(u, e j)|2, (..)

а оператор Aα действует по формуле

Aαu =
∞∑
1

λαj (u, e j )e j . (..)

Этот оператор при Reα>0 является неограниченным: ряд

‖Aαu‖2 =
∞∑
1

|λαj |2|(u, e j)|2

сходится не при всех u. Но очевидно, что при чисто мнимом α= it
это равномерно ограниченный оператор.

Таким образом, локальная ограниченность чисто мнимых сте-

пеней позитивного оператора –– условие, необходимое и достаточ-

ное для справедливости формулы (..), как в случае самосопря-

женного оператора. Это условие выполнено не всегда, см., напри-

мер, [, с. ].

Трибель пишет, что об ограниченности чисто мнимых степеней

позитивных операторов мало что известно. Для операторов, отве-

чающих «гладким» эллиптическим с параметром задачам вне угла

раствора меньше π, положительный результат содержится в работе

Сили [].

Глубокие исследования проблемы Като, которую мы затронем

в п. ., принесли положительные результаты для всех операторов

A1, отвечающих, в частности, нашим задачам в липшицевых обла-

стях. Мы сумеем объяснить это в п. ., но со ссылками на некото-

рые импликации в работах по этой проблеме.

Для подготовки к этому сформулируем результат, содержащийся

в короткой работе Яги [].
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Теорема ... Пусть для позитивного оператора A в гильбер-
товом пространстве H выполнено соотношение

D(Aα) = D(A∗α) (..)

при 0<α<ǫ с достаточно малым ǫ. Тогда

D(Aα) = [H, D(A)]α, D(A∗α) = [H, D(A∗)]α (0 ¶ α ¶ 1). (..)

При этом чисто мнимые степени оператора A локально ограниче-
ны.

Мы скажем еще несколько слов о полугруппах, связанных с по-

зитивными операторами. Нам это дальше не понадобится, но за

полугруппами стоят приложения к граничным задачам для эволю-

ционных уравнений, в том числе в цилиндрических областях с лип-

шицевым основанием.

Если A –– позитивный оператор в банаховом пространстве X , то

оператор −A является генератором сильно непрерывной полугруппы
T(t) (t¾0) ограниченных операторов:

T(t1)T(t2) = T(t1+ t2) (t1 ¾ 0, t2 ¾ 0); T(0) = I. (..)

Непрерывна она в том смысле, что T(t)u→T(t0)u при t→ t0 для всех

u и t0. Генератором оператор −A является в следующем смысле. Во-

первых,

−Au = lim
t↓0

T(t)u−u
t

(..)

при всех u∈D(A). Во-вторых, u(t)=T(t)u –– решение задачи Коши

u′(t)+ Au(t) = 0, u(0) = u. (..)

Мы не останавливаемся здесь на уточнениях. Для нормы ‖T(t)‖ по-

лучается оценка ‖T(t)‖¶Meht при некоторых M¾1 и h∈R.

Если пространство гильбертово и раствор угла Λ меньше π, то

оценка принимает вид

‖T(t)‖ ¶ Me−ǫt (..)

c некоторым ǫ > 0. Полугруппа в этом случае называется экспонен-
циально устойчивой. Кроме того, она в этом случае является анали-
тической: допускает аналитическое продолжение в сектор на ком-

плексной полуплоскости, содержащий R+, а степени A−α c Reα> 0
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выражаются через полугруппу по формуле

A−α =
1
Γ(α)

∞∫

0

tα−1T(t) dt. (..)

См., например, [], [], [], [], [].

§ . Пространства Ws
p, Hs

p и Bs
p

В пп. .––. мы кратко опишем основные факты теории про-

странств W s
p для s ¾ 0 и пространств H s

p и Bs
p для −∞ < s < ∞,

1< p<∞.

Как мы уже отмечали, при p = 2 последние два пространства

совпадают с H s. Как и при p = 2, индекс s в общем случае связан

с гладкостью элементов из H s
p или Bs

p. Индекс p указывает на связь

этих пространств с пространством Lp.

В п. . мы добавочно приведем определения этих пространств

для p=1 и p=∞. В п. . определим еще более общие пространства

F s
p,q Трибеля––Лизоркина и общие пространства Bs

p,q Бесова. Подроб-

ный разбор свойств пространств, определяемых в этих двух пунк-

тах, –– за рамками нашей книги. Но кое-что мы упомянем, в частно-

сти, для использования в § .

.. Пространства функций в Rn. Как и в § , здесь нам пона-

добится оператор

Λ
t
= F−1(1+ |ξ|2)t/2F, t ∈ R, (..)

где F –– преобразование Фурье в смысле обобщенных функций.

Числа p и p′, бо́льшие 1, будем считать связанными соотноше-

нием
1
p +

1
p′
= 1. (..)

Пространство С. Л. Соболева W s
p (Rn) с целым неотрицательным

s=m и 1< p <∞ определяется как состоящее из принадлежащих

пространству Lp(Rn) функций u(x), у которых производные до по-

рядка m включительно в смысле обобщенных функций тоже при-

надлежат Lp(Rn) и конечна норма

‖u‖Wm
p (Rn ) =

� ∑
|α|¶m

∫
|Dαu(x)|p dx
�1/p

, (..)

где можно оставить α= (0, …, 0) и (m, 0, …, 0), …, (0, …, 0, m).
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p , H s

p и Bs
p 

Пространство Л. Н. Слободецкого W s
p (Rn) с нецелым положи-

тельным s=m+ θ , m= 0, 1, …, 0< θ < 1, 1< p <∞, определяется

как состоящее из принадлежащих Lp(Rn) функций u(x), у которых

производные до порядка m= [s] включительно в смысле обобщен-

ных функций тоже принадлежат Lp(Rn) и при этом конечна норма

‖u‖W s
p (Rn ) = ‖u‖Wm

p (Rn )+
∑
|α|=m

�∫∫ |Dαu(x)−Dαu( y)|p
|x− y|n+pθ dx dy

�1/p
. (..)

Основная работа Л. Н. Слободецкого [] относится к случаю p=2,

но он пользовался этими пространствами и при p 6=2 [].

Пространство H s
p(Rn), называемое чаще всего пространством

бесселевых потенциалов, определяется при всех вещественных s
и 1 < p < ∞ как пространство всех обобщенных функций из S

′

с конечной нормой

‖u‖H s
p(Rn ) = ‖Λsu‖Lp(Rn ). (..)

В литературе эти пространства называют также пространствами
Лебега, пространствами Лиувилля и обобщенными пространства-
ми Соболева. Это пространство при целых неотрицательных s сов-

падает с пространством Соболева W s
p (Rn). При p = 2 и любом s

оно совпадает c H s(Rn). Как и раньше, все совпадения понимаются

с точностью до эквивалентности норм.

Пространство О. В. Бесова Bs
p(Rn) определяется при всех s и

1< p<∞ следующим образом. Фиксируем какое-нибудь σ∈ (0, 1).

Это пространство состоит из всех обобщенных функций из S
′ с ко-

нечной нормой

‖u‖Bs
p(Rn ) = ‖Λs−σu‖Wσ

p (Rn ). (..)

От выбора σ это пространство не зависит. При нецелом s> 0 это

пространство совпадает с пространством Слободецкого W s
p (Rn),

а при p=2 и любом s –– снова с H s(Rn).

Отметим, что при целом s=m+1>0 норма в Bs
p(Rn) определя-

ется формулой вида (..) с θ =1:

‖u‖Bm+1
p (Rn ) =

= ‖u‖Wm
p (Rn )+
∑
|α|=m

�∫∫ |Dαu(x)−Dαu( y)|p
|x− y|n+p dx dy

�1/p

. (..)

См. [, с. ].

Пространства H s
p(Rn) и Bs

p(Rn) совпадают только при p=2.
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Теорема ... Все эти пространства банаховы, в частности
они полны. Линеал C∞

0 (Rn) плотен в каждом из них. Оператор Λt

изоморфно отображает H s
p(Rn) на H s−t

p (Rn) и Bs
p(Rn) на Bs−t

p (Rn)

при любых s, t и 1< p<∞.

В исходном определении пространств H s(Rn) мы описали их че-

рез изоморфизмы с весовыми L2-пространствами bH s(Rn). При p 6=2

похожих фактов нет. В частности, вместо теоремы о том, что пре-

образование Фурье изоморфно отображает пространство L2(Rn) на

себя, мы имеем только теорему Хаусдорфа––Юнга (теорема ..).

Но оператор (..) сохраняет свое значение.

Приведем некоторые соотношения включения. Пространства

W s
p (Rn), Bs

p(Rn), H s
p(Rn) расширяются с уменьшением верхнего

индекса, операторы вложения непрерывны. Кроме того, для этих

пространств справедливы включения (см., например, [, п. ..])

H s+ǫ
p (Rn) ⊂ Bs

p(Rn) ⊂ H s
p(Rn) при 1 < p ¶ 2,

Bs+ǫ
p (Rn) ⊂ H s

p(Rn) ⊂ Bs
p(Rn) при 2 ¶ p.

(..)

Здесь положительное ǫ сколь угодно мало́ и все операторы вложе-

ния непрерывны. Кроме того, это плотные вложения.

Следующие две теоремы –– это содержательные теоремы вложе-
ния. См., в частности, [, п. ..], где они доказываются при помо-

щи дискретных представлений функций. См. также [, п. .].

Теорема ... Пусть

1 < p ¶ q < ∞, s− n
p ¾ t− n

q . (..)

Тогда имеют место непрерывные и плотные вложения

W s
p (Rn) ⊂ W t

q (Rn) (s, t ¾ 0),

H s
p(Rn) ⊂ H t

q(Rn), Bs
p(Rn) ⊂ Bt

q(Rn).
(..)

В частности, W s
p (Rn) непрерывно вложено в Lq(Rn) при 0<n/p− s¶

¶n/q.

Теорема ... При
s >

n
p
+ t, (..)

где t>0, пространство W s
p (Rn) непрерывно вложено в пространство

C t
b(Rn). Это вложение имеет место также при s= n/p + t, если t

нецелое.
В частности, W s

p (Rn) непрерывно вложено в Cb(Rn) при s>n/p.
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p , H s

p и Bs
p 

При p=2 и s>n/2+ t это вложение было доказано в § . Указан-

ное сейчас усиление получается средствами теории интерполяции с

использованием пространств Бесова с тремя индексами.

Некоторые дополнительные замечания к теоремам вложения

мы приведем в п. ..

Следующая теорема –– о двойственности.

Теорема ... Пространства H s
p(Rn) и H−s

p′ (Rn) при 1< p<∞

являются взаимно сопряженными относительно продолжения ска-
лярного произведения (u, v)0,Rn на их прямое произведение. При этом
справедливо обобщенное неравенство Гёльдера––Шварца

|(u, v)0,Rn | ¶ C‖u‖H s
p(Rn )‖v‖H−s

p′ (Rn ). (..)

Такое же утверждение верно для пространств Bs
p(Rn) и B−s

p′ (Rn).

Здесь в первом случае доказательство сводится при помощи опе-

раторов Λ±s к случаю s=0, в котором используется сопряженность

пространств Lp и Lp′ и обычное неравенство Гёльдера.

В частности, сопряженным к W s
p (Rn) в силу приведенных форму-

лировок при целом s¾ 0 оказывается пространство H−s
p′ (Rn), а при

нецелом s>0 –– пространство B−s
p′ (R

n).

Из теоремы .. следует рефлексивность пространств H s
p(Rn)

и Bs
p(Rn).

Приведем некоторые интерполяционные соотношения. См., на-

пример, ([, п. .]).

Теорема ... Пусть θ ∈ (0, 1), p>1, q>1, s 6= t,

1
r
=

1−θ
p
+
θ
q

. (..)

Тогда для пространств в Rn справедливы соотношения

[H s
p, H t

q]
θ
= H(1−θ )s+θ t

r , (H s
p, H s

q)θ ,r = H s
r ,

(H s
p, H t

p)θ ,q = B(1−θ )s+θ t
q

(..)

и

[Bs
p, Bt

q]θ = B(1−θ )s+θ t
r , (Bs

p, Bt
q)θ ,r = B(1−θ )s+θ t

r . (..)

Не вдаваясь в детали, отметим, что эти результаты выводятся

из других определений этих пространств –– с дискретными нормами

(см. ниже п. .) при помощи теорем об интерполяции пространств
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Lp (и lp) со значениями в некоторых банаховых пространствах. По-

дробности см. в [] или [].

Здесь обращают на себя внимание следующие обстоятельства.

Пространства бесселевых потенциалов и пространства Бесова –– это

в общем случае разные интерполяционные шкалы. Пространства

Соболева принадлежат первой из этих шкал, а пространства Сло-

бодецкого –– второй. При вещественной интерполяции пространств

бесселевых потенциалов могут появиться пространства Бесова.

В отношении мультипликаторов мы ограничимся простейшими

утверждениями, аналогичными доказанным в п. .; они тоже лег-

ко проверяются. Более глубокую информацию можно найти в [,

c. ], [] и []. В частности, на эти пространства обобщаются

оценки из п. ..

Теорема ... В Lp(Rn) ограничен оператор умножения на огра-
ниченную измеримую функцию. В пространствах Соболева W m

p (Rn)

с целым положительным m оператор умножения на функцию a(x)

ограничен, если она принадлежит Cm−1,1
b (Rn). В пространствах Сло-

бодецкого W s
p (Rn) с нецелым s=m+θ >0, 0<θ <1, оператор умно-

жения на a(x) ограничен, если эта функция принадлежит Cm,ϑ

b (Rn),

где ϑ∈ (θ , 1). Аналогичные утверждения справедливы для сопряжен-
ных пространств H−m

p′ (Rn) и B−s
p′ (R

n).

Мы должны также упомянуть о мультипликаторах Фурье. Функ-

ция ψ(ξ) называется мультипликатором Фурье для данного про-

странства функций от x в Rn, если в этом пространстве ограничен

оператор
u(x)→ ((F−1ψ)∗u)(x), (..)

где F –– преобразование Фурье в смысле обобщенных функций. Про-

странство мультипликаторов Фурье для Lp(Rn) обозначим через Mp.

Например, M2 = L∞. Классический результат о пространствах Mp

принадлежит C. Г. Михлину [], он вызвал много обобщений, см.,

например, [], [], [], [, ]. Приведем формулировку теоре-

мы, которая содержится в [, п. .].

Теорема ... Пусть ρ(ξ) –– функция, непрерывно дифферен-
цируемая до порядка L, где L>n/2, и

|ξα||∂αρ(ξ)| ¶ A (|α| ¶ L). (..)

Тогда ρ(ξ) ∈ Mp при всех p ∈ (1, ∞), при этом норма оператора
(..) не превосходит Cp A.
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p и Bs
p 

Теорема об операторе перехода к следу, определенном на глад-

ких функциях, как и раньше, формулой

Tr: f (x)→ f (x′, 0), (..)

справедлива в следующей формулировке. См., например, [, п. .],

[, п. .] и приведенные там ссылки.

Теорема ... Оператор Tr при s>1/p продолжается до огра-
ниченного оператора

) из H s
p(Rn) в Bs−1/p

p (Rn−1);

) из Bs
p(Rn) в Bs−1/p

p (Rn−1);

) в частности, из W s
p (Rn) в Bs−1/p

p (Rn−1).
Эти операторы имеют ограниченные правые обратные.

Напомним, что пространство Bs−1/p
p (Rn−1) совпадает с простран-

ством W s−1/p
p (Rn−1) при нецелом s− 1/p> 0. Интересно отметить,

что правый обратный –– один и тот же оператор, т. е. он действует

из Bs−1/p
p (Rn−1) в пересечение пространств H s

p(Rn) и Bs
p(Rn). Это

выясняется в книге [].

Обращает на себя внимание то обстоятельство, что следы функ-

ций из пространств H принадлежат пространствам B.

Справедлива также теорема об операторе перехода к данным

Коши на гиперплоскости и о правом обратном к нему операторе;

читателю будет нетрудно сформулировать ее самостоятельно.

.. Пространства на гладких многообразиях. Если M –– замк-

нутое бесконечно гладкое компактное многообразие, то нормы во

всех пространствах

W s
p (M), s ¾ 0, H s

p(M) и Bs
p(M), s ∈ R, 1 < p < ∞,

естественным образом определяются при помощи достаточно мел-

кого разбиения единицы на M и соответствующих норм в Rn –– по

образцу того, как это сделано в § . Нетрудно сформулировать свой-

ства этих пространств, вытекающие из аналогичных свойств про-

странств в Rn, и мы на этом останавливаться не будем. Если M име-

ет конечную гладкость, то промежуток допустимых s сужается. Эти

пространства расширяются с уменьшением верхнего индекса и с

уменьшением нижнего индекса; операторы вложения непрерывны.

Вложение Hσ
p (M) в H s

p(M) и Bσp (M) в Bs
p(M) при σ> s компактно.
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.. Пространства в Rn
+

и в области c гладкой границей.

В этом пункте через Ω обозначается полупространство Rn
+

или огра-

ниченная область в Rn с гладкой границей.

Для−∞< s<∞ и 1< p<∞ пространства H s
p(Ω) и Bs

p(Ω) опреде-

ляются как состоящие из сужений u наΩ функций (или обобщенных

функций) w из соответствующих пространств в Rn. При этом норма

функции u обычным образом определяется как нижняя грань норм

ее продолжений w. В частности, это относится к пространствам Со-

болева––Слободецкого W s
p (Ω) с s¾0.

Нормы в последних эквивалентны нормам вида (..)––(..)

с интегрированием по Ω.

Оператор Хестенса EN (см. пп. . и .) годится для продолжения

функции u ∈W s
p (Ω), s ¾ 0, до функции w ∈W s

p (Rn) при достаточ-

но большом N , если Ω –– полупространство или область с гладкой

границей. При всех s универсальный оператор Рычкова [] E го-

дится для продолжения функций из H s
p(Ω) до функций из H s

p(Rn)

и для продолжения функций из Bs
p(Ω) до функций из Bs

p(Rn). Здесь

подразумевается, что этот оператор ограничен в соответствующих

нормах. В §  мы рассмотрели его при p=2.

С использованием определений и универсального оператора

продолжения получаем:

Теорема ... Пространства H s
p(Ω) и Bs

p(Ω) банаховы. Линеал
C∞(¯̄Ω) плотен в них. Все приведенные в п. . включения и теоре-
мы вложения остаются справедливыми для Ω вместо Rn. В случае
ограниченной области при σ> s вложения Hσ

p (Ω) в H s
p(Ω) и Bσp (Ω)

в Bs
p(Ω) компактны. Интерполяционные соотношения (..) и

(..) распространяются на случай Ω вместо Rn.

Последнее утверждение следует из того, что сужение функций

на Ω оказывается ретракцией, см. теорему ... На пространства

в Ω переносятся также наши утверждения о мультипликаторах.

Определим теперь пространства eH s
p(Ω) и eBs

p(Ω) при всех s и

1 < p < ∞. Первое состоит из функций (или обобщенных функ-

ций), принадлежащих H s
p(Rn), с носителями в ¯̄Ω. Норма берется из

H s
p(Rn). Второе состоит из функций (или обобщенных функций),

принадлежащих Bs
p(Rn), с носителями в ¯̄Ω. Норма берется из Bs

p(Rn).

В этих новых пространствах плотны функции из C∞
0 (Ω), продол-

женные нулем вне Ω. На эти пространства тоже распространяются

интерполяционные соотношения.



§ . Пространства W s
p , H s

p и Bs
p 

Рассмотрим скалярное произведение (u, v)0,Ω. Оно продолжает-

ся с гладких функций u в ¯̄Ω и гладких финитных в Ω функций v
до полуторалинейной формы, непрерывной на H s

p(Ω)× eH−s
p′ (Ω), и до

формы, непрерывной на Bs
p(Ω)× eB−s

p′ (Ω). (Тильду здесь можно пере-

нести с пространств для v на пространства для u.) Cм. (..).

Теорема ... Пространства H s
p(Ω) и eH−s

p′ (Ω) сопряжены от-
носительно продолжения формы

(u, v)Ω =: (Eu, v)Rn (..)

на их прямое произведение. То же верно для пространств Bs
p(Ω)

и eB−s
p′ (Ω). В частности, все эти пространства рефлексивны.

Доказательство аналогично доказательству теоремы ...

Оператор E0 продолжения нулем (см., в частности, п. .) дейст-

вует ограниченным образом из H s
p(Ω) в H s

p(Rn) и из Bs
p(Ω) в Bs

p(Rn)

при 0¶ s<1/p. С учетом теоремы .. получается

Теорема ... Пространства H s
p(Ω) и eH s

p(Ω) можно отожде-

ствить при −1/p′< s<1/p, нормы эквивалентны. То же верно для
пространств Bs

p(Ω) и eBs
p(Ω).

Через H̊ s
p(Ω) обозначим пополнение линеала C∞

0 (Ω) в H s
p(Ω)

и через B̊s
p(Ω) –– пополнение того же линеала в Bs

p(Ω).

Пространства eH s
p(Ω) и H̊ s

p(Ω) отождествляются при s>0, s 6= k+
+1/p с целыми неотрицательными k. То же верно для пространств B
вместо H.

Приведем теорему о следе. Через Γ обозначим границу областиΩ.

Теорема ... ЕслиΩ –– полупространство или область с глад-
кой границей, то оператор перехода к следу на Γ действует огра-
ниченным образом из H s+1/p

p (Ω) в Bs
p(Γ), а также из Bs+1/p

p (Ω)

в Bs
p(Γ) при s> 0. Имеется общий ограниченный правый обратный

оператор, действующий из Bs
p(Γ) в оба пространства H s+1/p

p (Ω)

и Bs+1/p
p (Ω), т. е. действующий в их пересечение.

Пространства eH−s
p′ (Ω) и eB−s

p′ (Ω) при s> 1/p содержат непрерыв-

ные функционалы соответственно над H s
p(Ω) и Bs

p(Ω), сосредоточен-

ные на границе. Они реализуются как функционалы на граничных

значениях функций из последних пространств и производных этих

функций.

Пусть s –– неотрицательное число и s − 1/p не является це-

лым неотрицательным числом. Тогда две функции u1 ∈ H s
p(Rn

+
)
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и u2 ∈ H s
p(Rn
−) «склеиваются» в одну функцию из H s

p(Rn) в том

и только в том случае, если либо 0 ¶ s < 1/p, либо они имеют

одинаковые данные Коши на граничной гиперплоскости поряд-

ка [s − 1/p]. Такое же утверждение верно для функций из про-

странств Bs
p.

.. Замечания к теоремам вложения. Первоначальные до-

казательства теорем вложения у самого С. Л. Соболева [] очень

поучительны. По существу он пользовался интегральным представ-

лением функций при помощи операторов типа потенциала. Его ме-

тодика в дальнейшем развивалась и совершенствовалась в литера-

туре, в том числе в учебной. В особенности можно рекомендовать

пособие []. Приведем пример, взятый из этого пособия.

ПустьΩ –– ограниченная область и u(x) –– функция из C∞
0 (Ω). Ис-

пользуя фундаментальное решение E(x) уравнения Лапласа, можно

записать u(x) в виде объемного потенциала

u(x) =
∫

Ω

E(x− y)∆u(x) dx. (..)

Интегрированием по частям эта формула приводится к виду

u(x) = cn

n∑
k=1

∫

Ω

xk− yk

|x− y|n ∂ku( y) dy. (..)

Здесь на первые производные действуют интегральные операторы

со слабой особенностью. Это представление распространяется на

функции из W̊ 1
p (Ω). Оно позволяет показать, что W̊1

p (Ω) непрерывно

вкладывается в Lq(Ω) при 1¶ p¶n, q<∞ и

1 ¾
n
p
− n

q
, (..)

причем в случае строгого неравенства в (..) это вложение ком-

пактно. При p> n получается компактное вложение в C(¯̄Ω). Кроме

того, в первом случае указываются условия непрерывности и ком-

пактности вложения в Lq(Ωm), где Ωm –– пересечение области Ω c

m-мерной гиперплоскостью.

Для распространения результатов на W1
p (Ω) используется про-

должение функций из этого пространства до функций из W̊ 1
p (Ω1)

в более широкой ограниченной области Ω1. Границу области Ω до-

статочно, следовательно, считать липшицевой. Результаты остают-

ся теми же.
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Для распространения результатов на случай пространства Rn

оно покрывается одинаковыми областями, например шарами. Теря-

ются только результаты о компактности вложения.

Для обобщения результатов на пространства W l
p(Ω) с натураль-

ным l (см. теоремы .. и ..) можно, в частности, использовать

индукцию по l.

Литература по теоремам вложения огромная. Эта тематика

включает теоремы вложения в пространства на подмногообразиях

меньшей размерности (простейший пример –– теоремы о следах)

и «обратные» теоремы –– о построении операторов продолжения.

Развиты новые подходы к доказательству теорем вложения. По-

мимо разработки интегральных представлений (не только через

производные, но и через разности), возник подход с использовани-

ем аппроксимации функций тригонометрическими многочленами

и целыми функциями экспоненциального типа. См. в первую оче-

редь монографии C. М. Никольского [], О. В. Бесова, В. П. Ильина

и С. М. Никольского [] и указанную там литературу. Как уже было

упомянуто, используются также средства теории интерполяции.

.. Пространства Hs
p и Bs

p в липшицевых областях и на

липшицевых поверхностях. (Ср. с [].) Здесь через Ω обознача-

ется ограниченная область с липшицевой границей Γ.

Данные в п. . определения пространств H s
p(Ω) и Bs

p(Ω) сохра-

няются в случае липшицевой области при любых s. Безусловно ос-

новным остается случай p= 2, в котором H s
2 = Bs

2 и индекс  опус-

кается. Сохраняются также определения пространств eH s
p(Ω), eBs

p(Ω),

H̊ s
p(Ω) и B̊s

p(Ω).

Универсальный оператор продолжения функций из области во

все пространство построен В. C. Рычковым именно для липшицевых

областей. Он обслуживает все пространства H s
p(Ω) и Bs

p(Ω) и более

общие пространства в липшицевых областях, которые будут упомя-

нуты в п. ..

Поскольку есть оператор продолжения, пространства H и B в лип-

шицевой области сохраняют многие свойства, указанные в предыду-

щих пунктах. Перечислим основные свойства.

Нормы целого неотрицательного порядка s в пространствах

H s
p(Ω) и нормы нецелого положительного порядка s в пространствах

Bs
p(Ω) можно, как и раньше, вводить формулами Соболева––Слобо-

децкого, и они эквивалентны нормам в исходном определении.
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Сохраняются теоремы ..––... Пространства eH s
p(Ω) и H̊ s

p(Ω)

можно отождествить при 0¶ s< 1+ 1/p, s 6= 1/p. То же верно для

пространств B.

В H1
p(Ω) и B1

p(Ω) является мультипликатором оператор умноже-

ния на липшицеву функцию, точнее, на функцию из C0,1(¯̄Ω).

На границе Γ липшицевой области пространства H s
p(Γ) и Bs

p(Γ)

инвариантно определены теперь только при |s|¶1. Выйти за преде-

лы этого промежутка нельзя из-за того, что преобразования локаль-

ных координат являются в общем случае только липшицевыми. Более

употребительны пространства Bs
p(Γ) из-за их роли в теореме о следах.

Нормы в Bs
p(Γ) при s ∈ (0, 1) на такой поверхности локально

можно вводить формулами Слободецкого, а в целом определять

с использованием разбиения единицы.

Остается в силе утверждение о непрерывности, компактности

и плотности вложения пространства Bσp (Γ) в пространство Bs
p(Γ)

при −1¶ s<σ¶1.

Во всех пространствах Bs
p(Γ) оператор умножения на липшицеву

функцию является мультипликатором.

Справедлива теорема об ограниченности перехода от функции

к ее граничным значениям: это операторы, действующие ограни-

ченным образом из H s+1/p
p (Ω) и из Bs+1/p

p (Ω) в Bs
p(Γ), но только при

0< s<1. См. []. Подпирающий не очень простой пример обсужда-

ется в работе []. Эти операторы имеют общий правый обратный.

Скажем несколько слов об очень содержательной книге []. Ее

авторы занимаются вопросами о следах функций на (замкнутых)

подмножествах в Rn и о возможности продолжения функций с под-

множеств в Rn до функций в Rn с заданными свойствами. Послед-

ний вопрос изучал Уитни в отношении гладких функций [, ]

при помощи тейлоровских разложений, и авторы следуют его иде-

ям. Но их построения привязаны к пространствам Бесова на этих

подмножествах и применимы в случае, когда подмножество –– лип-

шицева граница.

Однако в этой книге несколько иначе, чем у нас выше, определя-

ется след функции на подмножестве. См. также [, гл. VI, § ]. Если

задана функция f (x), локально принадлежащая, скажем, L1(Rn), то

можно рассмотреть пределы

ef (x) = lim
r→0

1
|B(x, r)|
∫

B(x, r)

f ( y) dy.
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Здесь B(x, r) –– шар радиуса r с центром в x и |B(x, r)| –– его объем.

Согласно теореме Лебега, почти всюду этот предел существует и сов-

падает с f (x). Переопределив f на множестве нулевой меры, можно

предположить, что это равенство выполняется во всех точках, в ко-

торых предел существует. После этого функция называется строго

определенной. Ее сужение f |F на подмножество F ⊂Rn определяет-

ся как поточечное сужение. Принадлежность следа к нужным про-

странствам исследуется (в теоремах о следах) или предполагается

(в теоремах о продолжении).

Пространства eH−s
p′ (Ω) и eB−s

p′ (Ω) при s> 1/p содержат непрерыв-

ные функционалы соответственно над H s
p(Ω) и Bs

p(Ω), сосредоточен-

ные на границе Γ. Они реализуются как функционалы на граничных

значениях функций из этих пространств.

Пространства Bs
p(Γ) и B−s

p′ (Γ) сопряжены относительно продол-

жения естественного скалярного произведения на Γ на прямое про-

изведение этих пространств.

Можно пользоваться пространствами B и на незамкнутых лип-

шицевых поверхностях. Предположим, что замкнутая (n−1)-мерная

липшицева поверхность Γ разделена лежащей на ней (n− 2)-мер-

ной липшицевой поверхностью Γ0 на две открытые части Γ1 и Γ2,

для простоты односвязные. В этом случае можно рассматривать

пространства Bs
p(Γ1) и Bs

p(Γ2), |s|¶ 1. Пространство Bs
p(Γ1) (|s|¶ 1)

можно определить как состоящее из сужений элементов из Bs
p(Γ)

с inf-нормой. Имеется ограниченный оператор продолжения функ-

ций из Bs
p(Γ1) до функций из Bs

p(Γ): это вариант оператора Рычкова.

При −1/p′< s<1/p ограниченным является оператор продолжения

нулем. Пространство eBs
p(Γ1) определяется как подпространство эле-

ментов из Bs
p(Γ) c носителями в Γ1. При −1/p′< s< 1/p простран-

ства Bs
p(Γ1) и eBs

p(Γ1) можно отождествить. Пространства Bs
p(Γ1)

и eB−s
p′ (Γ1) взаимно сопряжены относительно продолжения стандарт-

ного скалярного произведения в L2(Γ1) на прямое произведение

этих пространств.

При 0< s<1/p две функции u1∈ Bs
p(Γ1) и u2∈ Bs

p(Γ2) составляют

одну функцию из Bs
p(Γ). При 1/p< s¶1 это верно тогда и только то-

гда, когда граничные значения этих функций в Bs−1/p
p (Γ0) совпадают.

Все известные нам интерполяционные соотношения остаются

справедливыми в липшицевых областях и на липшицевых поверх-

ностях в естественных пределах. См. статью Трибеля [].
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.. Пространства с p = 1 и p =∞. По аналогии с рассмот-

ренными пространствами можно определить пространства W s
p , H s

p
и Bs

p при p=1 и p=∞. Но при этом, как подчеркивают авторы мо-

нографий, не следует ожидать, что полностью обобщаются факты,

известные для 1< p<∞.

Пространство H s
p(Rn) при p= 1 и при p=∞ можно определить

как пространство таких функций f из S
′(Rn), что Λs f ∈ Lp(Rn).

Пространство W k
1 (Rn) при натуральном k –– как пространство обоб-

щенных функций, принадлежащих L1(Rn) вместе с обобщенными

производными порядка до k включительно. Нормы в этих про-

странствах записываются очевидным образом. См., например, [,

п. .., замечание ], [, п. .]. Но совпадения пространств Hk
p(Rn)

c W k
p (Rn) при этих p, вообще говоря, нет. Трибель ссылается по

этому поводу на []. Cм. [, гл. V, п. .]. Формула

[H s
1(Rn)]∗ = H−s

∞
(Rn)

верна ([, п. .]), но поменять здесь местами нижние индексы

нельзя, это нерефлексивные пространства.

Пространство Bs
∞

в Rn при s>0 –– это введенное в §  гёльдерово

пространство C s
b при нецелом s. Пространство Bm+1

∞
при целом

m¾0 –– это Cm,1
b в § . См. [], [], [].

.. Пространства Трибеля––Лизоркина и общие простран-

ства Бесова. Приведем определения еще более общих пространств

типа Соболева. Для этого воспользуемся системой функций ϕk(x) из

п. . или .. Пусть сначала s∈R, 1¶ p<∞.

Пространство F s
p,q(Rn) Трибеля––Лизоркина определяется как

состоящее из таких обобщенных функций u∈S′, что конечна норма

‖u‖F s
p,q(Rn) =





� ∞∑

k=0

|2ksϕk ∗u|q
�1/q




Lp(Rn )
. (..)

В этой формуле сначала берется lq-норма последовательности функ-

ций {2ks(ϕk ∗u)(x)}, а затем от этой lq-нормы берется Lp-норма.

Пространство Bs
p,q(Rn) Бесова определяется как состоящее из

таких обобщенных функций u∈S′, что конечна норма

‖u‖Bs
p,q(Rn ) =

� ∞∑
k=0

‖2ksϕk ∗u‖q
Lp(Rn )

�1/q

. (..)

Здесь сначала вычисляются Lp-нормы тех же функций 2ks(ϕk∗u)(x), а

затем от полученной числовой последовательности берется lq-норма.



§ . Пространства W s
p , H s

p и Bs
p 

При p=∞ и/или q=∞ эти выражения сохраняют смысл с есте-

ственной модификацией: Lp-нормы заменяются на нормы в L∞

и/или lq-норма заменяется на норму в l∞. Некоторая модификация

определения на самом деле нужна для пространств F s
∞,q, см. [],

[, с. ], на этом не останавливаемся.

Отметим, что

F s
p,2(Rn) = H s

p(Rn). (..)

В частности, F s
2,2(Rn)=H s(Rn), см. п. .. Далее,

Bs
p,p(Rn) = Bs

p(Rn). (..)

Кроме того, Bs
p,p(Rn)= F s

p,p(Rn) и, в частности, Bs
2,2(Rn)= F s

2,2(Rn)=

= H s(Rn). Легко видеть, что в этих случаях правые части формул

(..) и (..) совпадают.

Эти новые пространства тоже банаховы. Определения распро-

страняются также на p ∈ (0, 1) и q∈ (0, 1), но при таких p и/или q
пространства становятся квазибанаховыми.

В итоге пространства F s
p,q(Rn) и Bs

p,q(Rn) определены при 0< p<
<∞ и пространства Bs

p,q(Rn) –– при 0< q¶∞. Все они подробно изу-

чаются, например, в [, ]. См. также сводку свойств этих про-

странств в [].

В отношении общих пространств Бесова Bs
p,q(Rn) добавим, что

при s>0, s=m+θ , где m∈Z+ и 0<θ ¶1, 1¶ p<∞, 1¶ q<∞, норму

в них можно определять выражением

‖u‖W m
p (Rn )+
∑
|α|=m

�∫ ‖Dαu(x+ y)−Dαu(x)‖q
Lp (Rn)

|y|n+θq dy
�1/q

. (..)

При q=∞ это выражение заменяется следующим:

‖u‖Wm
p (Rn )+
∑
|α|=m

sup
h 6=0

‖Dαu(x+h)−Dαu(x)‖Lp(Rn)

|h|θ . (..)

См. [, с. ], и [].

Пространства Бесова с тремя индексами появляются, в частно-

сти, при вещественной интерполяции пространств с двумя индекса-

ми: при s 6= t и 0<θ <1

(H s
p, H t

p)θ ,q = B(1−θ )s+θ t
p,q , (Bs

p, Bt
p)θ ,q = B(1−θ )s+θ t

p,q . (..)

См., например, [, п. .].

Пространства F s
p,q(Ω) и Bs

p,q(Ω) в области Ω определяются, ко-

нечно, как состоящие из сужений элементов из соответствующих
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пространств в Rn с нормой inf. Оператор Рычкова обслуживает

и эти пространства. Но его результаты позволяют написать для

специальных липшицевых областей нормы (новые, но эквивалент-

ные только что указанным) в этих пространствах, не использующие

продолжений: это нормы вида (..) и (..) c Lp(Ω) вместо

Lp(Rn). Система функций ϕ j –– такая же, как в п. .. В частности,

при q=2 и соответственно q= p это нормы в H s
p(Ω) и в Bs

p(Ω):

‖u‖H s
p(Ω) =





� ∞∑

j=0

22 js|ϕ j ∗u|2
�1/2




Lp(Ω)
(..)

и

‖u‖Bs
p(Ω) =

� ∞∑
j=0

2 jsp‖ϕ j ∗u‖p
Lp(Ω)

�1/p

. (..)

Формула (..) особенно интересна при нецелом s>0 и при s<0,

а формула (..) –– при целом s¾0 (включая s=0) и при s<0.

В п. . пространства Bs
p,q(Ω) понадобятся для доказательства

важной теоремы о гладкости решений задач Дирихле и Неймана

в липшицевых областях. Там приведена дополнительная информа-

ция о них. У читателя будет повод в ней разобраться. Фактически

там нужны случаи q=∞ и 1.

§ . Приложения к общей теории
эллиптических уравнений и граничных задач

.. Общие эллиптические задачи в пространствах Соболе-

ва––Слободецкого. Мы не будем останавливаться на уравнениях на

замкнутых многообразиях и сразу рассмотрим общие скалярные эл-

липтические задачи из §  в ограниченной области с гладкой грани-

цей:

a(x, D)u(x) = f (x) в Ω, (..)

b j (x, D)u(x) = g j(x) на Γ ( j = 1, …, l). (..)

Их можно рассматривать в существенно более общих простран-

ствах, чем в § , в частности в следующих:

u ∈W s
p (Ω), f ∈W s−2l

p (Ω), g j ∈W
s−rj−1/p

p (Γ), 1< p <∞. (..)

Ограничимся такой постановкой. Для простоты считаем, что s це-

лое и выполнен аналог условия (..):

s ¾ 2l, s > max rj+1/p. (..)



§ . Приложения к общей теории эллиптических уравнений 

Отвечающий задаче оператор A: u 7→ ( f , g1, …, gl) действует огра-

ниченным образом из пространства решений в пространство пра-

вых частей. Сохраняется основной результат: эллиптичность задачи

эквивалентна фредгольмовости этого оператора. Выпишем априор-

ную оценку:

‖u‖W s
p (Ω) ¶ C1

�
‖ f ‖W s−2l

p (Ω)+

l∑
1

‖g j‖W
s−rj−1/p
p (Γ)

+‖u‖Lp(Γ)

�
. (..)

Эта оценка доказана в [] методом замораживания коэффициен-

тов, но со следующим изменением: решение задачи в полупростран-

стве для операторов с постоянными коэффициентами без младших

членов записывается в x-представлении, без преобразования Фу-

рье, для чего в явном виде вычисляются ядра соответствующих ин-

тегральных операторов и устанавливаются нужные свойства огра-

ниченности этих операторов. В частности, используются известные

теоремы об ограниченности сингулярных интегральных операто-

ров [].

Заметим, что в [] априорные оценки выведены сначала в гёль-

деровских нормах (u∈C s(¯̄Ω) с нецелым достаточно большим s). Та-

кие оценки называют шаудеровскими по имени математика Шауде-

ра, в работах которого они впервые появились [, ].

Если есть единственность, то последнее слагаемое справа в

(..) опускается. Справедлива на самом деле двусторонняя оцен-

ка (в силу упомянутой выше ограниченности оператора A).

Справедлива и теорема о регулярности решений, которую мы не

будем формулировать. В сущности в §  и здесь речь идет об одной

и той же задаче, и смысл такой теоремы состоит в том, что гладкость

решения адекватно определяется гладкостью правых частей.

Далее, остается в силе результат об однозначной разрешимости

задач (..), (..), эллиптических с параметром вдоль луча, при

больших по модулю значениях параметра на этом луче. Априорная

оценка при s=2l> rj и однородных граничных условиях имеет вид

‖u‖W s
p (Ω)+ |λ|‖u‖Lp(Ω) ¶ C2‖ f ‖Lp(Ω). (..)

При бесконечной гладкости границы и коэффициентов соб-

ственные и присоединенные функции спектральных задач являют-

ся бесконечно гладкими и поэтому принадлежат всем рассматри-

ваемым пространствам. Если говорить о задачах со спектральным

параметром в уравнении, то это пространства W s
p (Ω). Собственные
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значения, конечно, тоже не зависят от s и p. Есть результаты о пол-

ноте корневых функций в этих пространствах.

См. [], [] и [].

.. Обобщения. В работе [] результаты об априорных оцен-

ках из [] распространены на системы, эллиптические по Дуглису––

Ниренбергу. В работе Л. Р. Волевича[] тоже доказаны эти оценки

и построен правый параметрикс, чем завершено доказательство

теоремы об эквивалентности эллиптичности и фредгольмовости

для систем в пространствах W s
p . Параллельно все это сделано в ра-

ботах В. A. Солонникова [–].

Относительно обобщений теории на пространства Трибеля––Ли-

зоркина и общие пространства Бесова можно смотреть [], [],

а также сводку результатов в [, гл. II] (там рассматриваются ска-

лярные задачи с нормальными граничными условиями) и приве-

денные там ссылки.

Мотивировкой для рассмотрений задач в столь общих простран-

ствах чаще всего является подготовка к переходу к нелинейным

эллиптическим задачам, см. []. Но при этом обычно важна ми-

нимизация предположений о гладкости коэффициентов.

§ . Приложения к граничным задачам
в липшицевой области

.. Постановки задач Дирихле и Неймана. В этом парагра-

фе будем для простоты предполагать коэффициенты a j,k и b j липши-

цевыми (хотя в конкретных ситуациях возможны более экономные

предположения). Всюду в этом параграфе

|s| < 1/2, 1 < p, p′ < ∞,
1
p
+

1
p′
= 1, t = 1/p. (..)

Вариационные (точнее, слабые) постановки задач Дирихле и Ней-

мана уже были обобщены на ненулевые s в п. .; теперь мы пойдем

дальше. Решения в Ω задач с однородными граничными условиями

по-прежнему определяем формулой Грина

( f , v)Ω = ΦΩ(u, v). (..)

Но теперь в случае задачи Дирихле

u ∈ eH1/2+s+1/p
p (Ω), f ∈ H−1/2+s−1/p′

p (Ω),

v ∈ eH1/2−s+1/p′

p′ (Ω),
(..)



§ . Приложения к граничным задачам в липшицевой области 

a в случае задачи Неймана сначала

u ∈ H1/2+s+1/p
p (Ω), f ∈ eH−1/2+s−1/p′

p (Ω),

v ∈ H1/2−s+1/p′

p′ (Ω).
(..)

В силу известного нам утверждения о дуальности (упомянутого в

п. .) в обоих случаях правая часть f и пробная функция v нахо-

дятся в дуальных пространствах. Разность верхних индексов в про-

странствах для u и для f равна . Ограничение, наложенное на s
в (..), снова диктуется теоремой о следе. Допустимые точки (s, t)

образуют квадрат

Q = {(s, t): |s| < 1/2, 0 < t < 1}. (..)

Исходная постановка задач отвечает центру этого квадрата. Результа-

ты об однозначной разрешимости получаются далеко не во всех его

точках, см. п. .. Что именно получается, будет объяснено ниже.

ФормаΦΩ(u, v) ограничена на прямом произведении пространств

для u и v. Проверим это для простоты в случае отсутствия младших

членов. Имеем, например, в случае задачи Неймана

|ΦΩ(u, v)| ¶ C
∑
|(∂ku, ∂ j v)Ω| ¶

¶ C ′
∑
‖∂ku‖ eH−1/2+s+1/p

p (Ω)
‖∂ jv‖H1/2−s−1/p

p′ (Ω)
¶

¶ C ′′‖u‖H1/2+s+1/p
p (Ω)

‖v‖
H1/2−s+1/p′

p′ (Ω)
. (..)

Поясним, что здесь

eH−1/2+s+1/p
p (Ω) = H−1/2+s+1/p

p (Ω) при |s| < 1/2,

так как последнее неравенство равносильно включению

−1/2+ s+1/p ∈ (−1/p′, 1/p)

(см. теорему .. и соответствующее замечание в п. .), и что

1/2− s−1/p=−1/2− s+1/p′.
Далее, отвечающие задачам Дирихле и Неймана с однородны-

ми граничными условиями операторы LD и LN ограничены соот-

ветственно из eH1/2+s+1/p
p (Ω) в H−1/2+s−1/p′

p (Ω) и из H1/2+s+1/p
p (Ω)

в eH−1/2+s−1/p′

p (Ω). Это следует из формулы Грина и утверждений

о двойственности. Например, в задаче Неймана (снова для просто-
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ты считаем, что нет младших членов)

‖Lu‖ eH−1/2+s−1/p′
p (Ω)

¶ C1 sup
v 6=0

|(Lu, v)Ω|
‖v‖

H
1/2−s+1/p′
p′

(Ω)

=

= sup
v 6=0

|ΦΩ(u, v)|
‖v‖

H
1/2−s+1/p′
p′ (Ω)

¶ C2‖u‖H1/2+s+1/p
p (Ω)

в силу (..).

В случае задачи Дирихле с неоднородным граничным условием

Lu = f в Ω, u+ = g (..)

мы предполагаем, что u ∈ H1/2+s+1/p
p (Ω), g ∈ B1/2+s

p (Γ). В отноше-

нии f считаем, что f ∈ H−1/2+s−1/p′

p (Ω) (ср. с п. .), и действуем

по такому же плану, что и в пунктах . и .. Пусть u0 –– любая

функция из H1/2+s+1/p
p (Ω) с граничным значением g. Определим

f0= Lu0∈H−1/2+s−1/p′

p (Ω) формулой

( f0, v)Ω = ΦΩ(u0, v), v ∈ eH1/2−s+1/p′

p′ (Ω). (..)

Решением задачи (..) назовем функцию u=u0+u1, где u1 –– ре-

шение задачи

Lu1 = f − f0 в Ω, u+1 = 0, (..)

если, конечно, оно существует, т. e. u1 определяется равенством

( f − f0, v)Ω = ΦΩ(u1, v) v ∈ eH1/2−s+1/p′

p′ (Ω). (..)

Как в п. ., можно проверить, что решение u не зависит от выбора

u0, если есть и единственность. Получается, что задача Дирихле

с неоднородным граничным условием при данных s и p однозначно

разрешима, если это верно для задачи Дирихле с однородным гра-

ничным условием.

В задаче Неймана определяем конормальную производную пол-

ной формулой Грина

(Lu, v)Ω = ΦΩ(u, v)− (T+u, v)Γ. (..)

Как легко проверить, она принадлежит B−1/2+s
p (Γ), и оператор

(u, f ) 7→ T+u ограничен. Таким образом, в неоднородной задаче
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Неймана

Lu = f в Ω, T+u = h (..)

считаем (пока), что

u ∈ H1/2+s+1/p
p (Ω), h = T+u ∈ B−1/2+s

p (Γ),

f ∈ eH−1/2+s−1/p′

p (Ω).
(..)

Неоднородное граничное условие Неймана сводится к однородному

изменением f .

Очень важен вопрос, на какие s и p можно распространить ре-

зультаты об однозначной разрешимости или фредгольмовости, из-

вестные нам при s = 0 и p = 2. К этому вопросу есть три общих

подхода. Первый –– использование так называемых тождеств Релли-

ха. Мы кратко обсудим его в следующем пункте. Второй –– обобщен-

ная теорема Саваре о гладкости решений вариационных задач. Ему

посвящен п. .. Оба этих подхода применимы, если p= 2. Таким

образом, в этих двух пунктах мы останемся в рамках постановок из

п. .. В частности, мы докажем утверждения, которые были сфор-

мулированы в теореме .. для систем с формально самосопря-

женной главной частью. Третий подход –– использование теоремы

Шнейберга (п. .), здесь рассматриваются также p 6=2. Следствия

из этой теоремы и наиболее общие известные автору к настоящему

времени (декабрь  г.) результаты мы приведем в п. .. Здесь

завершается доказательство теоремы ...

В конкретных ситуациях есть другие результаты, более сильные,

но более специальные; некоторые из них будут упомянуты в заме-

чаниях к настоящему параграфу в § .

.. Тождества Реллиха и следствия из них. Мы не приводим

доказательства в этом пункте, их можно найти в [] или в [].

Удивительное тождество, открытое Реллихом в случае уравнения

Лапласа [] и распространенное на системы в работе Пайна––

Вайнбергера [], состоит в следующем. (Эти авторы рассматри-

вали совсем другие задачи.) Звездочкой обозначается переход от

данной матрицы (которая может быть и столбцом) к эрмитово со-

пряженной матрице. Значком + обозначаем след функции.

Лемма ... Пусть область Ω липшицева, и пусть h1, …, hn ––
вещественнозначные функции в Ω, ограниченные вместе с первы-



 Глава IV. Более общие пространства и их приложения

ми производными в смысле обобщенных функций. Тогда для вектор-
функций u, v∈H2(Ω) выполняется равенство

∑
j,k,l

∫

Γ

νl{[(hla j,k−h j al,k−hka j,l)∂ku]∗∂ jv}+ds =

=
∑
j,k

∫

Ω

[(D j,k∂ku)∗∂ jv+ (L0u)∗(h j∂ j v)+ (hk∂ku)∗(eL0v)]) dx, (..)

где

D j,k =
∑

l

�
∂l(hla j,k)− (∂lh j)al,k− (∂lhk)a j,l

�
. (..)

Лемма выводится из многомерного варианта теоремы Гаусса––

Остроградского (английский термин divergence theorem). Она ис-

пользуется в (непростом) доказательстве следующей теоремы.

Теорема ... Пусть L –– сильно эллиптический оператор с фор-
мально самосопряженной старшей частью: a∗j,k=ak, j . Пусть

Lu = f в Ω, (..)

где u∈H1(Ω), но f ∈ L2(Ω). Тогда:

1. Если u+∈H1(Γ), то T+u∈ L2(Γ) и справедливо неравенство

‖T+u‖L2(Γ) ¶ C[‖u+‖H1(Γ)+‖u‖H1(Ω)+‖ f ‖L2(Ω)]. (..)

2. Если L –– скалярный оператор, т. е. m= 1, с вещественными
коэффициентами a j,k=ak, j и если T+u∈ L2(Γ), то u+∈H1(Γ) и спра-
ведливо неравенство

‖u+‖H1(Γ) ¶ C[‖T+u‖L2(Γ)+‖u‖H1(Ω)+‖ f ‖L2(Ω)]. (..)

Фактически следствием из первого утверждения этой теоремы

является следующее утверждение.

Теорема ... Пусть старшая часть оператора L формально
самосопряженная и для задачи Дирихле имеет место сильная коэр-
цитивность. Тогда оператор Дирихле D действует ограниченным
образом из H1/2+s(Γ) в H−1/2+s(Γ) при |s|< 1/2. Кроме того, опера-
тор, переводящий данные Дирихле в решение однородного уравнения
Lu=0, продолжается до ограниченного оператора из L2(Γ) в L2(Ω).
То же верно для формально сопряженной системы.

Если для решения задачи Дирихле при гладких правых частях

в системе и условии Дирихле оказывается гладкой и конормаль-

ная производная, то и решение оказывается гладким в силу формул
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представления решений через их данные Коши типа (..) (c уче-

том обсуждения в п. .). Дальше можно воспользоваться интерпо-

ляцией. Поэтому теорема .. приводит к результату о регулярно-

сти решений для задачи Дирихле в случае формальной самосопря-

женности главной части системы. Такие результаты о регулярности

получаются и для решений задачи Неймана, но в существенно мень-

шей общности –– в скалярном случае, а также для системы Ламе: для

нее тождества Реллиха указаны в [].

В следующем пункте излагается другой подход и существенно

более общий результат о регулярности.

.. Обобщенная теорема Саваре. В этом пункте мы доказы-

ваем утверждения теоремы .., относящиеся к формально само-

сопряженному оператору. Это обобщения содержащегося в работе

[] результата для скалярного уравнения

−div a(x) grad u(x) = f (x)

c симметричной вещественной матрицей a(x). В [] рассматри-

ваются и другие уравнения, в том числе абстрактные и нелиней-

ные. Свой метод Саваре называет модификацией метода Ниренбер-

га разностных отношений. Ср. с п. ..

Мы рассматриваем сначала формально самосопряженную си-

стему

Lu := −
∑

∂ j a j,k(x)∂ku(x)+τu(x)= f (x) (..)

с однородными условиями Дирихле или Неймана в ограничен-

ной липшицевой области Ω. В первом случае система предпола-

гается сильно эллиптической, а положительное число τ настолько

большим, что соответствующая форма ΦΩ сильно коэрцитивна на
eH1(Ω). Во втором случае она предполагается сильно коэрцитивной

на H1(Ω). В случае задачи Неймана предполагается выполненным

дополнительное условие (..) вблизи границы.

Следующая теорема содержит основное продвижение в настоя-

щем пункте. Читателя ожидает непростое доказательство этого важ-

ного результата.

Теорема ... Пусть выполнены только что указанные пред-
положения, и пусть s∈ (0, 1/2).

. Если f ∈ H−1+s(Ω), то решение задачи Дирихле принадлежит
eH1+s(Ω).
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. Если f ∈ eH−1+s(Ω), то решение задачи Неймана принадлежит
H1+s(Ω).

Отсюда вытекает однозначная разрешимость задач для этих си-

стем в пространствах, индексы которых сдвинуты на s.

Сначала мы подробно рассмотрим задачу Неймана. В конце до-

казательства кратко укажем изменения, нужные в случае задачи

Дирихле.

Как в [], нам нужна информация о пространствах Бесова

с тремя индексами и в дальнейшем также об интерполяционных со-

отношениях с этими пространствами. Приведем непосредственное

определение пространства Bs
2,∞

(Ω) с нецелым s>0, удобное при рас-

смотрении задачи Неймана. Пусть d –– малое положительное число.

Обозначим через Ωd множество точек области Ω, отстоящих от ее

границы больше чем на d. Пусть σ∈ (0, 1), и пусть Λ –– множество

векторов, порождающее Rn и звездное относительно начала коор-

динат. Например, это может быть выпуклый конус с вершиной в на-

чале. Для функций v в Ω определим полунорму [v]σ,Ω равенством

[v]2
σ,Ω
= sup

h∈Λ\0, |h|<d
|h|−2σ
∫

Ω
|h|

|v(x+h)− v(x)|2 dx. (..)

Норму в Bs
2,∞

(Ω) при нецелом s>0 можно определить равенством

‖v‖Bs
2,∞

(Ω) = ‖v‖H[s](Ω)+
∑
|α|=[s]

[∂αv]s−[s],Ω. (..)

Пространство Bs
2,∞

(Ω) определяется как пополнение линеала C∞(¯̄Ω)

по этой норме. В частности, ‖u‖L2(Ω) + [u]1/2,Ω можно принять за

норму в B1/2
2,∞

(Ω) и ‖u‖H1(Ω) + [∇u]1/2,Ω –– за норму в B3/2
2,∞

(Ω). Cр.

с (..).

В этих пространствах возможна локализация (играющая в даль-

нейшем существенную роль). Пусть замыкание ¯̄Ω покрыто конеч-

ной системой открытых шаров O j ( j = 0, …, N), и пусть
∑

j
ϕ j ≡ 1 ––

разбиение единицы в окрестности множества ¯̄Ω, состоящее из глад-

ких функций ϕ j с носителями в O j . Тогда

‖u‖Bs
2,∞

(Ω) ¶ C ′
∑
‖ϕ j u‖Bs

2,∞
(O j∩Ω) ¶ C ′′‖u‖Bs

2,∞
(Ω), (..)

где C ′, C ′′ –– постоянные. Это позволяет по-разному выбирать мно-

жества Λ для разных шаров O j , имеющих общие точки с границей.
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Пусть u∈H1(Ω) –– решение задачи Неймана при указанных вы-

ше предположениях. Следующее утверждение является ключевым.

Предложение ... Пусть правая часть f системы (..)

принадлежит пространству L2(Ω). Тогда решение u(x) принадле-

жит пространству Бесова B3/2
2,∞

(Ω) и справедливо неравенство

‖u‖2
B3/2

2,∞
(Ω)
¶ C1‖ f ‖L2(Ω)‖u‖H1(Ω) (..)

с не зависящей от u(x) постоянной C1.

Из этого предложения теорема будет выведена при помощи ин-

терполяции.

Начнем с некоторой подготовки к доказательству предложения.

Положим

Φτ(u, v) = ΦΩ(u, v)+τ(u, v)Ω, Φτ(v) = Φτ(v, v). (..)

B силу предположения о сильной коэрцитивности на H1(Ω) имеем

‖v‖2H1(Ω)
¶ C2Φτ(v). (..)

Липшицева поверхность, как мы отметили в п. ., обладает рав-

номерным свойством конуса. Каждая точка x0 на Γ является вер-

шиной двух прямых круговых конусов Υ+(x0) и Υ−(x0), конгруэнт-

ных фиксированному конусу и лежащих соответственно внутри Ω

и внутри дополнения к Ω, кроме вершины x0. Локально оси этих ко-

нусов можно выбирать параллельными. При рассмотрении задачи

Неймана понадобятся конусы Υ+. Пусть ρ0 –– высота этих конусов.

Через Λ=Λ(x0), x0 ∈ Γ, обозначим множество таких векторов

h∈Rn, выходящих из начала, что x0+h∈Υ+(x0). Через Ωρ=Ωρ(x0)

обозначим пересечение области Ω с шаром Oρ(x0) радиуса ρ c цен-

тром в x0. Далее понадобятся также Ω2ρ и Ω3ρ. Направление оси

конуса Υ+(x0) и числа ρ∈ (0, ρ0) и d(x0)∈ (0,ρ) зафиксируем так,

что

x ∈ Ω2ρ(x0), h ∈ Λ(x0), |h| ¶ d(x0) ⇒ x+h ∈ Ω3ρ(x0). (..)

Эти числа ρ и d можно считать не зависящими от x0.

Пусть ϕ(x) –– бесконечно гладкая вещественная скалярная функ-

ция со значениями на [0, 1], равная 1 в Oρ(x0) и нулю вне O2ρ(x0).

Эти функции можно предположить сдвигамиψ(x− x0) фиксирован-

ной функции ψ(x).
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Положим

vh(x) = ϕ(x)[u(x+h)−u(x)]. (..)

Ввиду (..)

‖vh‖2H1(Ω)
¶ C2Φτ(vh). (..)

Мы хотим вывести оценку

Φτ(vh) ¶ C3|h|‖u‖H1(Ω3ρ)[‖ f ‖L2(Ω2ρ)+‖u‖H1(Ω3ρ)]. (..)

Она позволит получить неравенство (..).

Здесь и дальше h∈Λ(x0) и |h|¶d(x0)<ρ.

Условимся обозначать многоточием слагаемые, оцениваемые

через правую часть в (..).

Нам понадобится формула Адамара

g(x+h)− g(x) =
n∑
1

h j

1∫

0

∂ j g(x+ th) dt (..)

для функций класса C1. Из нее для норм по x при помощи неравен-

ства Шварца для интеграла по t и перестановки интегралов получа-

ется неравенство

‖g(x+h)− g(x)‖2L2(G) ¶ C4|h|2‖g‖2H1( eG)
. (..)

Здесь G⊂ eG –– некоторые подобласти области Ω, для которых G+ th⊂
⊂ eG при 0 ¶ t ¶ 1. Неравенство распространяется на функции из

H1(G).

В частности, это неравенство позволяет «выносить» множитель

ϕ из-под знака производной

∂k[ϕ(x)(u(x+h)−u(x))] или ∂ j[ϕ(x)(u(x+h)−u(x))]

в выражении под знаком оцениваемого интеграла. Поясним, что ес-

ли мы дифференцируемϕ(x), то к разности u(x+h)−u(x) или соот-

ветственно u(x+h)−u(x) можем применить неравенство (..).

И наоборот, например, в выражении

ϕ2(x)∂ j[u(x+h)−u(x)]

мы можем «внести» ϕ2(x) под знак производной.
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Доказательство предложения ... Очевидно, что

τ(vh, vh)Ω =…. (..)

Поэтому будем доказывать оценку (..) для Φ0(vh). Вынося ϕ из-

под знаков производных, имеем

Φ0(vh) =

=

∫

Ω

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂k[u(x+h)−u(x)] · ∂ j[u(x+h)−u(x)] dx+…=

= I1− I2− I3− I4+…, (..)

где

I1 =

∫

Ω

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂ku(x+h) · ∂ ju(x+h) dx,

I2 =

∫

Ω

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂ku(x) · ∂ ju(x) dx,

I3 =

∫

Ω

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂ku(x) · ∂ j[u(x+h)−u(x)] dx,

I4 =

∫

Ω

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂k[u(x+h)−u(x)] · ∂ ju(x) dx.

В выражении для I3 вносим ϕ2 под знак ∂ j:

I3 = Φ0(u,ϕvh)+….

Аналогично

I4 = Φ0(ϕvh, u)+….

Поскольку u –– решение, имеем

Φ0(u,ϕvh) = −τ(u,ϕvh)Ω+ ( f , ϕvh)Ω =…. (..)

В отношении I4 такого равенства у нас нет. Но с учетом формаль-

ной самосопряженности оператора L, которая здесь существенно

используется, получаем

I4 = Φ0(u,ϕvh)+… = I3+… =…. (..)
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Остается оценить I1− I2. Эти интегралы по Ω равны интегралам по

Ω2ρ, так как вне O2ρ функция ϕ(x) равна нулю. Пользуясь липшице-

востью функций ϕ2(x)a j,k(x), перепишем I1 в виде

I1 =

∫

Ω2ρ

ϕ2(x+h)
∑

a j,k(x+h)∂ku(x+h)∂ ju(x+h) dx+…

и сделаем замену x+h на x:

I1 =

∫

Ω2ρ +h

ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂ku(x)∂ ju(x) dx+…. (..)

Теперь, обозначая ϕ2(x)
∑

a j,k(x)∂ku(x)∂ ju(x) через U(x), мы име-

ем

I1− I2 =

∫

[Ω2ρ +h]\Ω2ρ

U(x) dx−
∫

Ω2ρ \ [Ω2ρ +h]

U(x) dx+…. (..)

Первый из этих двух интегралов равен нулю, так как ϕ(x)=0 на об-

ласти интегрирования. Второй мы опустим, пользуясь предположе-

нием (..) о неотрицательности подынтегрального выражения.

Мы получили неравенство (..).

Конструкция и результат распространяются на внутренние точ-

ки области. Но там можно обойтись без дополнительного условия,

заменяя интеграл
∫

Ω2ρ \ [Ω2ρ +h]

U(x) dx

аналогичным интегралом с ϕ(x − h) (вместо ϕ(x)), эта функция

равна нулю вне Ω2ρ+h.

Из покрытия замыкания ¯̄Ω окрестностями Oρ выбираем конеч-

ное подпокрытие. Используя неравенства (..) и (..), а так-

же оценки

‖u‖H1(Ω) ¶ C5‖ f ‖ eH−1(Ω) ¶ C6‖ f ‖L2(Ω), (..)

в итоге приходим к неравенству (..).

Приведем теперь нужные интерполяционные соотношения. Име-

ется в виду вещественная интерполяция. Первые шесть соотноше-

нии можно принять за определения пространств B справа. В этих
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соотношениях 0 < s < 1 и 1 ¶ q ¶ ∞ (реально нужны q = 1 и ∞).

Для Rn формулы содержатся в книгах [, п. .] и [, ].

(L2(Ω), H1(Ω))s,q = Bs
2,q(Ω), (..)

(L2(Ω), H−1(Ω))s,q = B−s
2,q(Ω), (..)

(H1(Ω), H2(Ω))s,q = B1+s
2,q (Ω), (..)

(L2(Ω), eH1(Ω))s,q =
eBs

2,q(Ω), (..)

(L2(Ω), eH−1(Ω))s,q =
eB−s

2,q(Ω), (..)

( eH1(Ω), eH2(Ω))s,q =
eB1+s

2,q (Ω). (..)

Далее, при t ∈ (0, 1) и 1 ¶ q ¶∞ справедливы следующие форму-

лы. Напомним, что H s
= Bs

2,2, так что речь идет об интерполяции

по верхнему и нижнему правому индексу. Пространства справа не

зависят от q.

(H1(Ω), B1+s
2,q (Ω))t,2 = H1+ts(Ω), (..)

(H−1(Ω), B−1+s
2,q (Ω))t,2 = H−1+ts(Ω), (..)

( eH1(Ω), eB1+s
2,q (Ω))t,2 =
eH1+ts(Ω), (..)

( eH−1(Ω), eB−1+s
2,q (Ω))t,2 =
eH−1+ts(Ω). (..)

Доказательство теоремы ... Пусть LN –– отвечающий за-

даче Неймана оператор u→ f . Из (..) и левого неравенства

в (..) следует, что

‖u‖2
B3/2

2,∞
(Ω)
¶ C12‖ f ‖L2(Ω)‖ f ‖ eH−1(Ω). (..)

Отсюда в силу теоремы .. следует, что оператор L
−1
N действует

ограниченным образом как оператор

( eH−1(Ω), L2(Ω))1/2,1 7→ B3/2
2,∞

(Ω). (..)

Здесь слева перестановка пространств возможна в силу первого из

пяти свойств вещественной интерполяции, приведенных в п. .,

c θ = 1 − θ = 1/2. Кроме того, L
−1
N –– ограниченный оператор из

eH−1(Ω) в H1(Ω). Значит, это ограниченный оператор

( eH−1(Ω), ( eH−1(Ω), L2(Ω))1/2,1)t,2 7→ (H1(Ω), B3/2
2,∞

(Ω))t,2 (..)
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при t ∈ (0, 1). В силу формул (..) (c тем же θ ; снова возможна

перестановка пространств) и (..) это ограниченный оператор

( eH−1(Ω), eB−1/2
2,1 (Ω))t,2 7→ H1+t/2(Ω),

и в силу формулы (..) –– ограниченный оператор

eH−1+t/2(Ω) 7→ H1+t/2(Ω).

Заменяя t/2 на s, получаем утверждение теоремы для задачи Ней-

мана.

В случае задачи Дирихле нужно сделать очевидную замену про-

странств H1+s(Ω) на eH1+s(Ω) и eH−1+s(Ω) на H−1+s(Ω). Функцию u(x)

удобно считать равной нулю вне Ω. Сдвиги h делаются не внутрь об-

ласти Ω, а внутрь ее дополнения, т. е. в конусы Υ−. Делается это для

того, чтобы функция vh(x) принадлежала пространствам eH1+s(Ω)

вместе с u. Ср. с []. Но это позволяет обойтись без дополнитель-

ного условия (..) и вблизи граничных точек, заменяя в интегра-

ле I2 функцию ϕ(x) на ϕ(x−h).

Соответственно для оператора LD , отвечающего задаче Дирих-

ле, последовательно имеем ограниченность L
−1
D как оператора

(H−1(Ω), (H−1(Ω), L2(Ω))1/2,1)t,2 7→ ( eH1(Ω), eB3/2
2,∞

(Ω))t,2, (..)

в силу формул (..) и (..) –– как оператора

(H−1(Ω), B−1/2
2,1 (Ω))t,2 7→ eH1+t/2(Ω)

и в силу формулы (..) –– как оператора

H−1+t/2(Ω) 7→ eH1+t/2(Ω).

Снова остается заменить t/2 на s.

Полученные результаты обобщаются на случай системы с фор-
мально самосопряженной старшей частью и произвольными млад-
шими членами. В случае матричной задачи Неймана предполага-
ется выполненным дополнительное условие (..) вблизи границы.
Это легко: достаточно младшие члены перенести в правую часть

уравнения. В следующей теореме имеется в виду уже общий случай.

Теорема ... При тех же предположениях, что и в теореме
.., для задач с однородными граничными условиями справедливы
следующие утверждения.

. Для |s| < 1/2 задача Дирихле с правой частью f ∈ H−1+s(Ω)

имеет одно и только одно решение в eH1+s(Ω).
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. Для |s|< 1/2 задача Неймана с правой частью f ∈ eH−1+s(Ω)

имеет одно и только одно решение в H1+s(Ω).

При s∈ (0, 1/2) утверждения получаются сразу из теоремы ..,

а при s ∈ (−1/2, 0) –– c использованием легко проверяемой сопря-

женности операторов LD и eLD, LN и eLN , отвечающих числам s и −s:

(LDu, v)Ω = (u, eLDv)Ω (u ∈ eH1+s(Ω), v ∈ eH1−s(Ω)),

(LN u, v)Ω = (u, eLN v)Ω (u ∈ H1+s(Ω), v ∈ H1−s(Ω)).

Липшицевость коэффициентов b j нужна только при s ∈ (−1/2, 0).

При s∈ (0, 1/2) их можно предполагать ограниченными и измери-

мыми.

Отметим, что соответствие между f и решением u в теоре-

ме .. является изоморфизмом.

Повторим, что если отказаться от предположений о сильной

коэрцитивности, но оставить предположения о коэрцитивности, то

однозначную разрешимость надо заменить фредгольмовостью с ну-

левым индексом; при этом размерности ядра и коядра не зависят

от s. Сохраняется также соответствующее утверждение о гладкости

решений.

Далее, результаты переносятся на задачи с неоднородными гра-

ничными условиями.

.. Следствия из теоремы Шнейберга и более общие ре-

зультаты. В этом пункте мы снова предполагаем сильную коэрци-

тивность формы ΦΩ на eH1(Ω), если рассматриваем задачу Дирихле,

и на H1(Ω), если рассматриваем и задачу Неймана.

Из теоремы Шнейберга (см. п. .) вытекает, что если предпо-

ложения, сделанные в теоремах предыдущего пункта (о формаль-

ной самосопряженности старшей части и дополнительном условии

(..) в случае задачи Неймана), не выполнены, то, по крайней

мере, существует такое ǫ∈ (0, 1/2], что задачи Дирихле и Неймана

однозначно разрешимы при |s| < ǫ. Как в п. ., это ǫ мы будем

обозначать через ǫ(L), считая его общим для задач Дирихле и Ней-

мана, если есть сильная коэрцитивность на H1(Ω). Если выполнены

предположения из предыдущего пункта, то ǫ(L)=1/2.

В частности, этим закончено доказательство теоремы ... Те-

перь мы продвинемся дальше.

Напомним, что обозначения пространств c индексами s, p вве-

дены в п. . и что t = 1/p. Для 0 < ǫ ¶ 1/2, 0 < δ ¶ 1/2 введем
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обозначение

Qǫ,δ = {(s, t): |s| < ǫ, |t−1/2| < δ}. (..)

Теорема ... Существует такое δ=δ(L)>0, что задача Ди-
рихле с однородным граничным условием остается однозначно раз-
решимой при (s, t)∈Qǫ,δ, ǫ=ǫ(L). Такое же утверждение справедли-
во для задачи Неймана с однородным граничным условием.

Поясним, как это получается для задачи Дирихле. Оператор LD

действует ограниченным образом из eH1+s(Ω), |s|<ǫ(L), в H−1+s(Ω)

и обратим. Фиксируя теперь s с |s|<ǫ(L), рассмотрим LD как опера-

тор из eH1/2+s+1/p
p (Ω) в H−1/2+s−1/p′

p (Ω). Это интерполяционные шка-

лы, и оператор действует из пространств первой в пространства

второй ограниченным образом. Нужное δ существует по теореме

Шнейберга. Из его оценок, приведенных в п. ., видно, что δ мож-

но считать не зависящим от s.

Для задачи Неймана все аналогично с соответствующим изме-

нением пространств.

Замечание ... Эти результаты снова распространяются на
задачи Дирихле и Неймана с неоднородными граничными условиями.

В случае задачи Дирихле мы сводим неоднородное условие Ди-

рихле u+ = g c g ∈ B1/2+s
p (Γ) к однородному, вычитая из искомого

решения функцию u0 из H1/2+s+1/p
p (Ω) с заданным граничным зна-

чением. Несложно проследить, что при надлежащим образом опре-

деленной правой части в уравнении,

( f0, v)Ω = ΦΩ(u0, v),

новая правая часть попадет в H−1/2+s−1/p′

p (Ω).

В случае задачи Неймана мы сводим неоднородное граничное

условие Неймана к однородному, заменяя функционал (h, v+)Γ над

B1/2−s
p′ (Γ) с h∈ B−1/2+s

p (Γ) функционалом ( f1, v)Ω над H1/2−s+1/p′

p′ (Ω) c

f1∈ eH−1/2+s−1/p′

p (Ω).

Теорема .. переносится на пространства H1/2+s+1/p
p (Ω):

Теорема ... При условии существования и единственности
решения задачи Дирихле в пространстве H1/2+s+1/p

p (Ω) это про-

странство является прямой суммой подпространства eH1/2+s+1/p
p (Ω)

функций с нулевыми граничными значениями и подпространства
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решений однородной системы Lu = 0 в Ω. Второе пространство
параметризуется элементами пространства B1/2+s

p (Γ).

Соответствующее разложение u = u1 + u2 для элементов про-

странства H1/2+s+1/p
p (Ω) снова будем называть разложением Вейля

в этом пространстве, отвечающим оператору L. Пусть однозначно

разрешима также задача Дирихле для формально сопряженной си-

стемы в пространстве H1/2−s+1/p′

p′ (Ω). Запишем первое разложение

для u ∈ H1/2+s+1/p
p (Ω) и второе, v = v1 + v2, для v ∈ H1/2−s+1/p′

p′ (Ω)

и оператора eL. Примем, что Lu2=0 и eLv2=0, т. е. что функционалы

слева продолжены нулем соответственно на функции v2 и u2. Тогда

получим обобщение формулы (..):

ΦΩ(u, v) = (Lu1, v1)Ω+ (T+u2, v+2 )Γ. (..)

Оно позволяет получить аналог формулы (..):

eH−1/2+s+1/p′

p (Ω) = eH−1/2+s+1/p′

p,1 (Ω)∔ eH−1/2+s+1/p′

p,2 (Ω). (..)

Здесь первое подпространство справа получается продолжением

функционалов из H−1/2+s+1/p′

p (Ω) нулем на функции v2. Оно изо-

морфно H−1/2+s+1/p′

p (Ω), и эти функции не содержат слагаемых,

сосредоточенных на Γ. Второе подпространство состоит из функ-

ционалов, сосредоточенных на Γ, оно изоморфно B−1/2+s
p (Γ).

Для решений задачи Дирихле получается двусторонняя априор-

ная оценка, а для задачи Неймана она получается после редукции

к задачам (..)––(..) при соответствующем условии однознач-

ной разрешимости.

Если форма ΦΩ сильно коэрцитивна на eH1(Ω), то мы теперь име-

ем продолженный ограниченный оператор Дирихле

D : B1/2+s
p (Γ)→ B−1/2+s

p (Γ) (..)

при указанных выше s и t, а если эта форма сильно коэрцитивна

на H1(Ω), то имеем также продолженный ограниченный оператор
Неймана

N : B−1/2+s
p (Γ)→ B1/2+s

p (Γ), (..)

причем это взаимно обратные операторы, если принять, что соот-

ветствующие этим двум задачам δ совпадают.
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Операторы D1 и N1 (первоначально определенные в п. .) те-

перь действуют следующим образом:

D1 : eB1/2+s
p (Γ1)→ B−1/2+s

p (Γ1), (..)

N1 : eB−1/2+s
p (Γ1)→ B1/2+s

p (Γ1). (..)

Здесь, как и раньше, они действуют на функции из своей области

определения соответственно как D и N , а результат сужается на

Γ1. Из рассмотрений в §  видно, что они действуют в интерполя-

ционных шкалах. В точке (s, t)= (0, 1/2) они обратимы. Поэтому

мы можем (повторно) применить теорему Шнейберга и заключа-

ем, что они обратимы при |s|< ǫ, |t − 1/2|< δ с (новыми) ǫ и δ.

При повторном применении теоремы Шнейберга эти числа, вообще

говоря, уменьшаются, а утверждать, что ǫ= 1/2, в этом случае нет

оснований. Аналогично определяются операторы N2 и D2, и для них

получается такой же результат.

В смешанной задаче (..) теперь

u ∈ H1/2+s+1/p
p (Ω), g ∈ B1/2+s

p (Γ1), h ∈ B−1/2+s
p (Γ2). (..)

Пробные функции принадлежат H1/2−s+1/p′

p′ (Ω; Γ1) (в частности, рав-

ны нулю на Γ1), а правые части f принадлежат сопряженному про-

странству [H1/2−s+1/p′

p′ (Ω; Γ1)]∗ (относительно продолжения скаляр-

ного произведения в Ω).

Пусть снова форма ΦΩ сильно коэрцитивна на H1(Ω). Смешан-

ная задача сводится к задаче Дирихле при помощи оператора D2 и к

задаче Неймана при помощи оператора N1, как это сделано в п. ..

Получается

Теорема ... Смешанная задача однозначно разрешима при
(s, t)∈Qǫ,δ c достаточно малыми ǫ и δ.

Перейдем к операторам типа потенциала. Теперь предполагаем,

что поверхность Γ лежит на торе T и разделяет его на области Ω±.

Предполагаем сильную коэрцитивность формы ΦT на H1(T), а так-

же, по мере надобности, сильную коэрцитивность соответствующих

форм ΦΩ± на H1(Ω±).

Сначала нужно получить общее утверждение об однозначной

разрешимости уравнения на торе

Lu = f (u ∈ H1+σ
p (T), f ∈ H−1+σ

p (T)). (..)
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Оператор L при сделанных предположениях о гладкости определен

и ограничен при всех p> 1 и |σ|¶ 1. В п. . мы доказали обрати-

мость этого оператора при p=2 и σ=1. На p=2 и σ=−1 результат

распространяется по двойственности. Отсюда следует обратимость

при p = 2 и |σ| < 1 в силу соображений из теории интерполяции

(см., в частности, теорему ..), чем заканчивается доказательство

теоремы ...

В [] обратимость оператора L доказана другими средствами

при p>1 и 0¶σ<1 в предположении, что коэффициенты принад-

лежат C1(¯̄Ω).

Но для нас в принципе достаточно, опираясь на теорему ..,

применить теорему Шнейберга:

Предложение ... Существует такое δ > 0, что уравнение
(..) остается однозначно разрешимым при |σ|¶1, |t−1/2|<δ.

Проследим теперь за пространствами, в которых действуют ин-

тересующие нас операторы.

Как мы знаем, оператор γ перехода к следу действует ограни-

ченным образом из H1/2−s+1/p′

p′ (Ω±) в B1/2−s
p′ (Γ). Поэтому сопряжен-

ный оператор γ∗ действует ограниченным образом из B−1/2+s
p (Γ)

в H−1/2+s−1/p′

p (Ω±). Здесь пока (s, t) –– любая точка квадрата Q.

Следовательно, оператор A= L−1γ∗ действует ограниченным об-

разом из B−1/2+s
p (Γ) в H1/2+s+1/p

p (Ω±) для (s, t)∈Q. Как следствие для

этих (s, t) оператор A= γA ограничен из B−1/2+s
p (Γ) в B1/2+s

p (Γ), a

T±A и bB –– ограниченные операторы в B−1/2+s
p (Γ).

Так как у нас имеет место сильная коэрцитивность форм ΦΩ± на
eH1(Ω±), то оператор A обратим в точке (s, t)= (0, 1/2). Но он дей-

ствует в интерполяционных шкалах. Применяя теорему Шнейберга,

получаем, что он обратим при (s, t)∈ Qǫ,δ с достаточно малыми ǫ

и δ. Ниже выяснится, что ǫ=1/2 при предположениях п. ..

Теперь мы обобщаем формулу (..) на u∈H1/2+s+1/p
p (Ω±) для

тех (s, t), для которых у нас есть однозначная разрешимость задачи

Дирихле. Для этих (s, t) получается ограниченность оператора B из

B1/2+s
p (Γ) в H1/2+s+1/p

p (Ω±) и как следствие ограниченность операто-

ров γ±B и B в B1/2+s
p (Γ) и H=−T±B из B1/2+s

p (Γ) в B−1/2+s
p (Γ).

Пусть мы имеем теперь сильную коэрцитивность форм ΦΩ± на

H1(Ω±). Тогда, стартуя от точки (s, t)= (0, 1/2) и снова применяя
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теорему Шнейберга, мы получаем утверждения об обратимости

операторов H,
1
2

I ± B и
1
2

I ± bB при (s, t)∈Qǫ,δ с достаточно малы-

ми ǫ и δ. Ср. с п. .. И здесь сейчас выяснится, что ǫ = 1/2 при

предположениях п. ..

Дело в том, что если в точке (s, t) однозначно разрешима задача

Дирихле, то в ней справедливы, кроме формулы (..), соотноше-

ния скачков (..). Это позволяет вывести обратимость в этой

точке оператора A с формулой A−1
=D++D−. Если же в этой точке

однозначно разрешима и задача Неймана, то получается и обрати-

мость оператора H с формулой H−1
=N++N−, а также обратимость

операторов
1
2

I± B и
1
2

I± bB.

Обобщаются также все другие соотношения из § , включая

формулы для проекторов Кальдерона (теперь они действуют в пря-

мом произведении пространств B1/2+s
p (Γ) и B−1/2+s

p (Γ)), формулы

для решения задач Дирихле и Неймана, формулы связи между опе-

раторами.

Резюмируем эти результаты.

Теорема ... Пусть числа ǫ = ǫ(L) и δ = δ(L) таковы, что
при (s, t) ∈ Qǫ,δ однозначно разрешима задача Дирихле. Тогда при
(s, t)∈Qǫ,δ обратим оператор A, при этом A−1

=D++D−. Если при
(s, t)∈Qǫ,δ однозначно разрешима и задача Неймана, то при этих
(s, t) обратим также оператор H, при этом H−1

= N+ + N−. Кро-
ме того, при этом справедливы и другие соотношения, выведенные
в § .

Ограниченность операторов (см. п. .)

A1 : eB−1/2+s
p (Γ1)→ B1/2+s

p (Γ1) и H1 : eB1/2+s
p (Γ1)→ B−1/2+s

p (Γ1)

следует из ограниченности соответственно операторов A и H. После

этого обратимость операторов A1 и H1, но уже только в окрестно-

сти центра квадрата Q, получается при помощи нового применения

теоремы Шнейберга.

Отсюда, в свою очередь, вытекают обобщения результатов о за-

дачах с условиями на незамкнутой поверхности Γ1 из п. .. Про-

странство H1/2+s+1/p
p (Ω0) определяется как состоящее из функций,

сужения которых на Ω± принадлежат H1/2+s+1/p
p (Ω±) и имеют нуле-

вые скачки на Γ2. В задаче Дирихле, например, u±= g±∈ B1/2+s
p (Γ1),

[u]Γ1
∈ eB1/2+s

p (Γ1).
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Теорема ... Результаты п. . для операторов A1, H1, а
также результаты для задач с условиями на незамкнутой по-
верхности сохраняются для точек некоторой окрестности центра
квадрата Q.

Предоставляем читателю самостоятельно обобщить результат

об однозначной разрешимости для задач сопряжения из п. . на

точки из окрестности центра квадрата Q.

В отношении спектральных задач можем добавить, что спектры

не зависят от (s, t). При p= 2, если задаче отвечал самосопряжен-

ный оператор, промежуток для s расширяется с сохранением само-

сопряженности и базисности собственных функций. При p 6=2 опе-

ратор рассматривается в банаховых пространствах. При этом сохра-

няются утверждения о полноте собственных и корневых функций

благодаря справедливости оптимальной оценки резольвенты. См.

работы [] и [] и ссылки на литературу в последней.

Во всех утверждениях в этом параграфе пространства H на торе

и в Ω± можно заменить пространствами B с теми же индексами.

.. Метод Ниренберга и регулярность решений внутри

области. К материалу двух предыдущих пунктов мы добавим здесь

краткое объяснение метода разностных отношений Л. Ниренберга

[] и при этом наметим доказательство следующей теоремы, ко-

торая в близкой формулировке содержится в этой работе.

Теорема ... Пусть u –– решение задачи Дирихле для сильно
эллиптической системы Lu= f c липшицевыми в ¯̄Ω коэффициента-
ми a j,k и b j , принадлежащее eH1(Ω), и пусть Ω′ –– внутренняя подоб-

ласть: Ω′⊂Ω. Предположим, что f ∈ L2(Ω). Тогда u∈H2(Ω′) и спра-
ведлива оценка

‖u‖H2(Ω′) ¶ C1

�
‖ f ‖L2(Ω)+‖u‖H1(Ω)

�
. (..)

Формальная самосопряженность главной части системы здесь

не нужна. Глобальная гладкость решения при правой части из L2(Ω)

в доказательстве теоремы Саваре намного меньше, и мы теперь

видим, что это связано с поведением решения вблизи границы. Это

существенное обстоятельство.

Основной инструмент в доказательстве –– разностное отноше-

ние

wh(x) =
w(x+h)−w(x)

h
. (..)
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Справа в знаменателе h –– малое вещественное число, а в числите-

ле –– точка вRn, все координаты которой равны нулю, кроме коорди-

наты с номером i, которая равна числу h. Номер i фиксируется и для

облегчения обозначений не указывается в них. Надо предположить,

что |h| меньше расстояния от внутренней точки x до границы. Удоб-

но считать функции из eH1(Ω) нулевыми вне Ω.

Сформулируем некоторые довольно очевидные свойства раз-

ностных отношений. Через bΩ обозначаем любую внутреннюю под-

область в Ω.

Лемма ... Для функций v, w из H1(Ω) с носителями в bΩ
(∂kv)h = ∂k(vh) и (vh, w)Ω = −(v, w−h)Ω (..)

при достаточно малом |h|.
Лемма ... Для функции v из H1(Ω) при достаточно малом h

‖vh‖L2(bΩ) ¶ ‖v‖H1(Ω) и lim
h→0
‖vh− ∂iv‖L2(bΩ) = 0. (..)

Здесь первое неравенство получается при помощи формулы

Адамара (..).

Лемма ... Если для функции v из eH1(Ω) мы имеем

‖(∂kv)h‖L2(bΩ) ¶ C2, (..)

где C2 не зависит от h, то существует ∂i∂kv ∈ L2(bΩ) с нормой, не
превосходящей C2.

Здесь причина состоит в том, что ограниченное множество

в L2(bΩ) слабо компактно, поэтому можно выбрать стремящуюся

к нулю последовательность значений h, по которой (∂kv)h сходятся

ко второй производной от v в смысле обобщенных функций.

Перейдем к доказательству теоремы. Не ограничивая общности,

предположим, что форма ΦΩ(u, v) содержит только старшие члены.

Неравенство Гординга имеет вид

‖v‖2eH1(Ω)
¶ C3 ReΦΩ(v, v)+C4‖v‖2L2(Ω). (..)

Для решения u и пробной функции v∈ eH1(Ω) имеем

ΦΩ(u, v) = ( f , v)Ω, (..)

поэтому справедлива ключевая для дальнейшего оценка

|ΦΩ(u, v)| ¶ ‖ f ‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω). (..)
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Зафиксируем промежуточные подобласти Ω′′ и Ω′′′:

Ω′ ⊂ Ω′′, Ω′′ ⊂ Ω′′′, Ω′′′ ⊂ Ω.

Пусть ζ(x) –– функция из C∞
0 (Ω), равная 1 в Ω′′ и 0 вне Ω′′′, 0¶ζ¶1.

Положим ζu= v, и пусть w ∈ eH1(Ω). Через K j обозначаются посто-

янные, не зависящие от w и h.

Мы имеем, используя неравенство в (..) и формулу Адамара,

|ΦΩ(vh, w)| =
��∑(a j,k∂k(ζu)h, ∂ j w)Ω

�� ¶
¶
��∑(a j,k(ζ∂ku)h, ∂ jw)Ω

��+K1‖w‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω). (..)

Первое слагаемое справа равно
��∑((a j,kζ∂ku)h− (a j,k)hζ(x+h)∂ku(x+h), ∂ jw)Ω

��.
Используя лемму .., получаем, что правая часть в (..) оцени-

вается через
��∑(a j,k∂ku, ζ∂ j w−h)Ω

��+K2‖w‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω).

Поэтому

|ΦΩ(vh, w)| ¶
��∑(a j,k∂ku, ∂ j(ζw−h))Ω

��+K3‖w‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω) =

= |ΦΩ(u, ζw−h)|+K3‖w‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω).

Теперь воспользуемся соотношением (..) c ζw−h вместо v. Полу-

чим

|ΦΩ(vh, w)| ¶ ‖ f ‖L2(Ω)‖ζw−h‖L2(Ω)+K3‖w‖H1(Ω)‖u‖H1(Ω).

Полагая w= vh, получаем

|ΦΩ(vh, vh)| ¶ K4‖vh‖H1(Ω)

�
‖ f ‖L2(Ω)+‖u‖H1(Ω)

�
,

что вместе с (..) дает

‖vh‖2H1(Ω)
¶ K5‖vh‖H1(Ω)

�
‖ f ‖L2(Ω)+‖u‖H1(Ω)

�
+C4‖vh‖2L2(Ω).

Здесь последнее слагаемое оценивается c использованием неравен-

ства в (..) через ‖vh‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω). После сокращения на ‖vh‖H1(Ω)

получаем
‖vh‖H1(Ω) ¶ K6

�
‖ f ‖L2(Ω)+‖u‖H1(Ω)

�
.

Теперь можно применить лемму .., после чего легко приходим

к цели.
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Ниренберг доказывает также, что если граница –– класса C2, то
решение принадлежит H2(Ω). Для этого в окрестности граничной

точки после ее выпрямления используется аналогичная аргумента-

ция в отношении касательных производных от производных реше-

ния -го порядка, а затем «чистая» вторая производная по нормали

вычисляется через остальные производные из системы. Результат

распространяется на случай неоднородного условия Дирихле с пра-

вой частью из H3/2(Γ).

Отсюда, в частности, следует, что для сильно эллиптической си-
стемы в области с гладкой границей при правой части из L2(Ω)

вариационная постановка задачи Дирихле эквивалентна обычной
постановке. Поэтому сильная эллиптичность системы влечет эл-
липтичность задачи Дирихле для нее.

.. Примеры. Здесь мы рассмотрим примеры задач Дирих-

ле с сильной коэрцитивностью, не разрешимых в пространствах,

отвечающих значительной части точек квадрата Q. Для этого мы

используем примеры, хорошо известные в теории задач в областях

с угловыми и коническими точками [, ], [].

Обозначим через Ω0 пересечение сектора, определяемого в по-

лярных координатах (r,ω) неравенствами 0<ω<α (α<2π), с еди-

ничным кругом. ЧерезΩ обозначим область, получаемую изΩ0 сгла-

живанием границы возле точек (1, 0) и (1, α). В качестве ΦΩ возь-

мем простейшую форму

∫

Ω

(∇u ·∇¯̄v+τu¯̄v) dx.

Известно и легко проверяется, что в указанном секторе скалярная

функция

u(r,ω) = rπ/α sin(ωπ/α)

является решением однородной задачи Дирихле для уравнения Ла-

пласа. Следовательно, в Ω это решение задачи Дирихле

−∆u+τu = f , u+ = g,

где τ –– сколь угодно большое положительное число, f = τu и g ––

бесконечно гладкая функция на границе ( равная нулю вблизи нача-

ла). Очевидно, что функция f непрерывна в ¯̄Ω, она поэтому принад-

лежит всем пространствам H−1/2+s−1/p′

p (Ω), а g принадлежит всем
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пространствам B1/2+s
p (Γ), отвечающим точкам квадрата. С другой

стороны, u –– произведение положительно однородной функции rh

от (x1, x2) степени h = π/α на бесконечно гладкую функцию, от-

деленную от нуля при 0 < ǫ ¶ω ¶ α− ǫ при сколь угодно малом

ǫ>0. Число h больше 1/2 и сколь угодно близко к 1/2, если α брать

близким к 2π. Запишем h в виде h=1/2+η, η>0.

Производные -го порядка по x1 или x2 от u содержат слагаемое,

в котором имеется однородный множитель степени h−1=−1/2+η.

Они принадлежат Lp(Ω) только при

�
−1

2
+η
�

p+1 > −1.

Поэтому u не принадлежит H1
p(Ω), если это условие нарушено. Зна-

чит, если p>4, то u не принадлежит H1
p (Ω) при α, достаточно близ-

ком к 2π. Соответствующее s определяется из равенства для верх-

него индекса наших пространств

1
2
+ s+

1
p = 1,

оно заключено между 1/4 и 1/2. Мы указали точки (s, t) квадрата

Q, в которых есть задачи Дирихле с сильной коэрцитивностью, не

являющиеся однозначно разрешимыми.

Аналогичные примеры с задачей Неймана получаются, если за-

менить синус на косинус.

В этих примерах интересно также то, что наличие одной угловой

точки на границе существенно снижает гладкость решений.

.. Дробные степени операторов, отвечающих задачам в

липшицевых областях, и проблема Като. Вернемся к операторам

из п. .. Будем считать, что выполнены указанные там предполо-

жения о пространствах и операторах. Дополним их двумя предполо-

жениями, которые сформулируем немного ниже.

Области определения дробных степеней Sα1 самосопряженного

оператора S1, как мы видели в п. ., при 0¶α¶1 образуют шкалу

для комплексного метода интерполяции между пространствами H−1

и H1. Обозначим эти пространства через Hτ, τ=−1+2α, α∈ [0, 1].

Поясним, что если {e j}
∞
1 –– ортонормированный базис из собствен-

ных векторов оператора S1 в H−1 и λ j –– соответствующие собствен-
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ные значения, то Hτ состоит из векторов

u =
∑
λαj 〈u, e j〉−1e j c ‖u‖2τ =

∞∑
1

λ2α
j |〈u, e j〉−1|2 < ∞. (..)

Оператор Sα1 действует ограниченным и обратимым образом из Hτ1

в Hτ2
при τ2=τ1−2α.

Сделаем, во-первых, следующее естественное предположение:

при α= 1/2 это пространство совпадает с H0 и скалярное произ-
ведение совпадает с (u, v)0:

∞∑
1

λ j〈u, e j〉〈v, e j〉 = (u, v)0. (..)

Пространства Hτ и H−τ при |τ|¶1 дуальны относительно его про-
должения на их прямое произведение.

Эту шкалу можно, используя степени оператора S1, продолжить

за точки ±1. В наших конкретных задачах эти пространства заданы

априорно. В частности, оператор S1 остается ограниченным и об-

ратимым из H1+γ в H−1+γ при любом γ ∈ R. Но мы договоримся

пользоваться пространствами Hτ только при τ ∈ (−3/2, 3/2), что-

бы сохранить обозначение H2 для D(A2). В гладком случае в этих

обозначениях нет противоречий и можно рассматривать Hτ при

любых τ.

Мы предположим, во-вторых, что операторы A1 и A∗1 остаются
ограниченными из H1+γ в H−1+γ при |γ|<ǫ с некоторым малым ǫ>0.

Как мы видели в пп. . и ., в наших конкретных задачах

с этим нет проблем. Такая ограниченность обеспечивается предпо-

ложением о небольшой гладкости коэффициентов.

Более того, по теореме Шнейберга (п. .) эти операторы об-
ратимы при |γ|<ǫ1, где ǫ1 –– некоторое достаточно малое положи-

тельное число, ǫ1 ¶ ǫ. В наших конкретных задачах это теоремы

о гладкости.

В этом пункте мы объясним путь к важным результатам для

дробных степеней операторов A1 и A2. Начнем с оператора A2.

Как мы уже отмечали, в общем случае нет информации о H2=

=D(A2). Однако Като установил [, теорема .], что

D(Aα2 ) = D(A∗α2 ) = D(Sα2 ) при 0 ¶ α < 1/2. (..)

Таких равенств, как отметил Като, в общем случае нет при 1/2<

<α<1. Возникла проблема: когда справедливы равенства

D(A1/2
2 ) = D(A∗1/22 ) = H1. (..)
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Она получила известность как проблема Като (Kato’s square root

problem) и вызвала поток содержательных исследований. Литерату-

ру мы подробнее укажем в § . В частности, для наших конкретных

задач разными и не простыми способами было показано, что про-

блема решается положительно.

Наблюдения Като, проблема и полученные результаты чрезвы-

чайно интересны, в частности, по той причине, что, повторяем,

в общем случае область определения D(A2) неизвестна, а D(A2)

и D(A∗2) определенно могут быть разными (например, в случае

«гладкой» несамосопряженной задачи Неймана).

Заметим, что в силу теоремы .. []

D(Aα2 ) = [H0, D(A2)]α, D(A∗α2 ) = [H0, D(A∗2)]α

(0 ¶ α ¶ 1). (..)

Но D(A2) и D(A∗2) в общем случае остаются не известными, так что

решение проблемы Като непосредственно отсюда не следует.

Оператор S2 является самосопряженным в H0 ввиду (..)

и совпадения S2 с S1 на D(S2). В этом случае проблема легко реша-

ется положительно: как показано у Като [] и в [, п. ..], если

совпадают любые два из пространств (..), то автоматически

совпадают все три.

Для гладких эллиптических задач пространства справа в (..)

описаны в работе Гривара [], см. также Сили [], и из этого

описания видно, что проблема в этом случае решается положитель-

но.

Мы хотим теперь показать, что проблема Като решается поло-

жительно в принятой нами в этом пункте общности.

Теорема ... При наших предположениях для операторов A2

и A∗2 справедливы равенства (..).

Доказательство. Положим

B = S−1/2
1 A1S−1/2

1 . (..)

Это при наших предположениях ограниченный обратимый опера-

тор в Hγ при малых |γ|, и мы имеем факторизацию оператора A1:

A1 = S1/2
1 BS1/2

1 . (..)
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Замечание ... Оператор B не произволен. Так как S1 =

=
1
2

[A1+ A∗1], то

A∗1 = 2S1− A1 = 2S1−S1/2
1 BS1/2

1 = S1/2
1 (2I− B)S1/2

1 .

Отсюда B∗=2I− B, т. e.

1
2

[B+ B∗] = I. (..)

Теперь, как в [], будем доказывать следующее утверждение.

Лемма ... Имеют место включения

H1 ⊂ D(A1/2
2 ), H1 ⊂ D(A∗1/22 ). (..)

Отсюда теорема .. следует в силу результата из статьи Ка-

то [, с. ].

Пусть γ –– малое положительное число. Тогда D(A2)⊂ H1+γ, так

как оператор A1 взаимно однозначно и непрерывно отображает эти

пространства на H0 ⊂ H−1+γ. Последнее включение является плот-

ным, поэтому D(A2) плотно вложено в H1+γ.

Для доказательства леммы .. докажем следующую лемму.

Лемма ... Пространство H1+γ непрерывно вложено в про-

странство D(A(1+γ)/2
2 ).

Доказательство леммы ... Зафиксируем u и v сначала в

D(A2) и D(A∗2) соответственно. Положим δ = (1− γ)/2. Тогда δ ∈
∈ (0, 1/2).

Оператор A∗−δ2 непрерывен из H0 в D(A∗δ2 ). Но в силу (..)

с учетом теоремы Трибеля ..

D(A∗δ2 ) = D(Sδ2 ) = [H0, D(S1/2
2 )]2δ = [H0, H1]2δ = H2δ.

Поэтому A∗−δ2 –– непрерывный оператор из H0 в H2δ. А так как

2δ−1=−γ, то S1/2
1 A∗−δ2 –– непрерывный оператор из H0 в H−γ:

‖S1/2
1 A∗−δ2 v‖−γ ¶ C1‖v‖0 (..)

даже для v ∈H0.

Кроме того, BS1/2
1 –– ограниченный оператор из H1+γ в Hγ:

‖BS1/2
1 u‖γ ¶ C2‖u‖1+γ. (..)

Далее, мы имеем

A∗(1+γ)/2
2 v = A∗2 A∗−δ2 v = A∗1 A∗−δ2 v.
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Поэтому

(u, A∗(1+γ)/2
2 v)0 = (A1u, A∗−δ2 v)0,

или (см. (..))

(A(1+γ)/2
2 u, v)0 = (BS1/2

1 u, S1/2
1 A∗−δ2 v)0.

Отсюда в силу обобщенного неравенства Шварца и неравенств

(..), (..)

|(A(1+γ)/2
2 u, v)0| ¶ C3‖BS1/2

1 u‖γ‖S1/2
1 A∗−δ2 v‖−γ ¶ C4‖u‖1+γ‖v‖0.

Так как D(A∗2) плотно в H0, то получаем, что

‖A(1+γ)/2
2 u‖0 ¶ C4‖u‖1+γ.

Это неравенство предельным переходом распространяется на u ∈
∈H1+γ.

Доказательство леммы ... Мы имеем теперь, используя

первое равенство в (..) и теорему .. о реитерации,

H1 = [H0, H1+γ]1/(1+γ) ⊂ [H0, D(A(1+γ)/2
2 )]1/(1+γ) = D(A1/2

2 ).

Аналогично получаем, что

H1 ⊂ D(A∗1/22 ).

Этим лемма .. и теорема .. доказаны.

Перейдем к оператору A1.

Теорема ... При наших предположениях чисто мнимые сте-
пени оператора A1 локально ограничены. При 0<α<1

D(Aα1 ) = [H−1, H1]α. (..)

Этот весьма содержательный результат следует из его экви-

валентности результату теоремы .., которая объяснена в [,

пп. .. и ..].

Впрочем, объяснить ее несложно. Если D(A1/2
2 )=H1, то

D(A1/2
1 ) = A−1/2

1 H−1 = A1/2
1 A−1

1 H−1 = A1/2
1 H1 =

= A1/2
1 A−1/2

2 A1/2
2 H1 = A1/2

1 A−1/2
2 H0 = H0.

Получилась формула (..) при α=1/2. На остальные α она рас-

пространяется при помощи теоремы .. из []. Эта теорема по-

казывает, что справедливость формулы (..) в общем случае сле-

дует из ее справедливости для одного значения α. (Xaaсе указывает,

что по существу теорема принадлежит Коматсу.)
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Объяснение обратной импликации (из (..) c α=1/2 следу-

ет, что D(A1/2
2 )= H1) у Арендта тоже совсем короткое. Воспроизве-

дем его:

D(A1/2
2 ) = A−1/2

2 H0 = A−1/2
2 A−1/2

1 H−1 = H1.

В силу этой эквивалентности равенства (..) эквивалентны

равенствам

D(A1/2
1 ) = D(A∗1/21 ) = H0, (..)

а результат Сили в [], упомянутый в п. ., –– это еще один под-

ход к положительному решению проблемы Като для гладких задач.

Мы предоставляем читателю конкретизацию этих результатов

в случаях задач Дирихле, Неймана и смешанной задачи для силь-

но эллиптических систем -го порядка в липшицевых областях. Он

применим также к задачам Дирихле и Неймана для систем высших

порядков.

Можно еще добавить, что оператор A1 всегда является генера-

тором непрерывной аналитической экспоненциально устойчивой

полугруппы.

Добавим также, что интерполяционные шкалы {H−1+2α}, 0 ¶

¶α¶1, и {[H0, D(A2)]1−θ}, 0¶θ ¶1, «склеиваются» в одну шкалу по

теореме Вольфа .. благодаря положительному решению пробле-

мы Като (так как имеет место совпадение этих шкал на простран-

ствах H0 и H1). Поэтому операторы A1 и A2 оказываются «согла-

сованными» в пространствах между H−1 и D(A2). Любой результат

о гладкости для решений уравнения A1u= f дает некоторую инфор-

мацию о D(A2). См. п. .––.. И наоборот, любая информация

о D(A2) может содержать результат о гладкости для решений урав-

нения A1u= f .

Отметим теперь следующее важное обстоятельство.

Замечание ... Полученные результаты –– теоремы .. и
.. –– приложимы также к операторам на липшицевой границе Γ,

а именно, к оператору Дирихле D, к оператору A−1 (где Aψ –– суже-

ние на границу потенциала простого слоя Aψ) и к гиперсингуляр-

ному оператору H (см. §§  и ).

Во всех этих случаях H1=H1/2(Γ), H0=H0(Γ) и H−1=H−1/2(Γ).

В «гладких» задачах H2=H1(Γ).
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Хотя соболевские пространства H t(Γ) определены на липшице-

вой поверхности только при |t|¶1, их шкалу можно продолжить за

точки ±1, используя степени соответствующего оператора S1.

В частности, формула (..) справедлива для оператора Дири-

хле D= A1 как оператора из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ). В гладких задачах

областью определения D(A2) соответствующего оператора A2 при-

ходится считать H1(Γ) (а не H3/2(Γ)). В общих негладких задачах

она остается неизвестной, хотя некоторая информация о ней по-

лучается из теорем п. .. В частности, это H1(Γ) в случае скаляр-

ного оператора L с самосопряженной главной частью (см. теорему

..). Но граничное условие Дирихле при этом приходится пони-

мать в более общем смысле, чем у нас, –– в смысле некасательной

сходимости. См. в §  замечания к § , п. .

Во всех случаях граничных операторов первичны не форма,

а оператор, по которому определяется форма:

Φ(u, v) = (A1u, v)0.

Эти результаты можно перенести на оператор Дирихле для систем

высших порядков, а также на рассмотренные нами в §§ –– опера-

торы на части липшицевой границы c липшицевым краем. Можно

охватить и фредгольмовы ситуации.
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В пп. .––. для удобства читателей собраны некоторые опре-

деления и теоремы из теории линейных операторов, которые нуж-

ны в предыдущих параграфах. Материал пп. .––. использу-

ется при построении теории эллиптических операторов, матери-

ал п. . –– при рассмотрении спектральных задач для них. Пункт

. –– краткий обзор теории псевдодифференциальных операторов.

.. Фредгольмовы операторы. Напомним на всякий случай,

что ограниченный оператор из одного банахова пространства в дру-

гое называется компактным, или вполне непрерывным, если он лю-

бое ограниченное множество переводит в предкомпактное множе-

ство, т. е. такое, в котором любая последовательность содержит схо-

дящуюся подпоследовательность.

Оператор называется конечномерным, если он имеет конечно-

мерную область значений. Любой конечномерный оператор ком-

пактен.

Пусть X и Y –– бесконечномерные банаховы пространства и A ––

линейный ограниченный оператор из X в Y . Он называется фред-
гольмовым, если имеет конечномерное ядро, замкнутую область

значений и конечномерное коядро.

Ядром Ker A называется подпространство в X решений однород-

ного уравнения Au = 0, а коядром Coker A –– фактор-пространство

Y/R(A), где R(A) –– (замкнутая) область значений оператора A. Раз-

мерность коядра называют также коразмерностью области значе-

ний.

Напомним (ср. с п. .), что подпространство Z1 в банаховом

пространстве Z называется дополняемым, если для него есть прямое

дополнение –– такое подпространство Z2, что Z есть прямая сумма

Z1∔ Z2. Дополняемость подпространства Z1 равносильна существо-

ванию ограниченного проектора P пространства Z на Z1, P2
= P,

при этом Z2 = (I − P)Z. Оператор P зависит от выбора Z2 и назы-

вается проектором на Z1 параллельно Z2.
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Предложение ... . Конечномерное подпространство Z1 в ба-
наховом пространстве Z всегда дополняемо.

. Если Z2 –– такое подпространство в Z, что фактор-простран-
ство Z/Z2 конечномерно, то Z2 дополняемо.

Доказательство содержится, например, в [, п. .]. Наметим

его.

. Пусть Z1 конечномерно и z1, …, zm –– базис в этом подпро-

странстве. Тогда любой вектор z из Z1 однозначно записывается

в виде
z = α1(z)z1+…+αm(z)zm.

Можно проверить, что α j(z) –– линейные непрерывные функцио-

налы на Z1 (норма в Z1 берется из Z). По теореме Хана––Банаха

(см., например, [, гл. IV, § ]), их можно продолжить до линейных

непрерывных функционалов на Z. Для продолженных функциона-

лов сохраним обозначения α j (z). Теперь положим уже для z∈ Z

Pz = α1(z)z1+…+αm(z)zm.

Легко понять, что это проектор пространства Z на Z1. Здесь Z2 –– это

пересечение подпространств, на которых α j (z)=0 ( j=1, …, m).

. (Обозначения здесь вводятся заново.) Пусть π –– канониче-

ское отображение Z→ Z/Z2 и e1, …, em –– базис в фактор-простран-

стве. Выберем прообразы z j для e j : πz j = e j . Пусть Z1 –– подпро-

странство в Z, натянутое на z1, …, zm. Можно проверить, что тогда

Z –– прямая сумма подпространств Z1 и Z2.

В силу этого предложения, если A : X→Y –– фредгольмов опера-

тор, то Ker A имеет прямое дополнение в X и R(A) имеет прямое

дополнение в Y . Выбрав и зафиксировав прямые дополнения к Ker A
и R(A), обозначим их соответственно через X1 и Y1. Размерность

подпространства Y1 равна коразмерности области значений. Нам

будет удобно Y1 называть коядром оператора A: Y1=Coker A.

Если X и Y –– (сепарабельные) гильбертовы пространства, то

удобно пользоваться ортогональными дополнениями.

Фредгольмовость оператора следует воспринимать как его «по-

чти обратимость».

Предложение ... Фредгольмов оператор A устанавливает
непрерывный в обе стороны изоморфизм между прямым дополнени-
ем X1 к его ядру в X и его областью значений R(A) в Y .
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Доказательство. Очевидно, что отображение A : X1→ R(A) вза-

имно однозначно и непрерывно. Обратный оператор непрерывен

по теореме Банаха об обратном операторе (см., например, [,

гл. III, § ]).

Индексом c(A) фредгольмова оператора A называется разность

между размерностью ядра этого оператора и размерностью его ко-

ядра:
c(A) = dim Ker A−dim Coker A. (..)

Приведем определение параметрикса для оператора A. Ограни-

ченный оператор B из Y в X называется левым параметриксом для

ограниченного оператора A из X в Y , если

BA = I1+T1, (..)

где I1 и T1 –– соответственно единичный и компактный операторы

в X ; правым параметриксом, если

AB = I2+T2, (..)

где I2 и T2 –– соответственно единичный и компактный операторы

в Y ; параметриксом, или двусторонним параметриксом, если это

и левый, и правый параметриксы. Обозначения в (..) и (..)

будут использоваться и дальше.

Из этого определения следует, что если B –– параметрикс для A,

то A –– параметрикс для B.

В литературе до появления термина «параметрикс» использо-

вался также термин регуляризатор. Параметрикс, или регуляриза-

тор, если он есть, –– это в известной степени удовлетворительная

замена обратного оператора, когда он не существует.

Предложение ... Из наличия левого параметрикса для опе-
ратора A следует конечномерность ядра этого оператора, а из на-
личия правого параметрикса –– замкнутость его области значений
и конечномерность коядра.

Следовательно, из наличия параметрикса B для оператора A сле-
дует фредгольмовость этого оператора. Кроме того, тогда и B ––
фредгольмов оператор.

Доказательство. Мы считаем известным, что сумма I + T еди-

ничного и компактного операторов в банаховом пространстве ––

фредгольмов оператор с нулевым индексом. См., например, [,
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гл. VI, § ]. Поэтому достаточно заметить, что при наличии левого

параметрикса B

Ker A ⊂ Ker(BA) = Ker(I1+T1),

a при наличии правого параметрикса B

R(A) ⊃ R(AB) = R(I2+T2), Y = R(I2+T2)∔Q,

где Q –– некоторое конечномерное подпространство в Y , поэтому

Y = R(A)∔Y1,

где Y1 –– (конечномерное) подпространство в Q.

Последнее утверждение в формулировке –– следствие того, что A
служит для B параметриксом.

Предложение ... Если для A есть левый параметрикс B1

и правый параметрикс B2, то они оба являются двусторонними
параметриксами.

Доказательство. В силу равенства

B1 AB2 = (I+T1)B2 = B1(I2+T2)

разность B1− B2 левого и правого параметриксов оказывается ком-

пактным оператором, так как произведение компактного оператора

на ограниченный оператор (в любом порядке) есть компактный опе-

ратор. Остается учесть, что сумма левого или правого параметрикса

для A с компактным оператором тоже является соответственно ле-

вым или правым параметриксом для A. Это легко проверяется.

Предложение ... Фредгольмов оператор A имеет двусто-
ронний параметрикс B, притом такой, что BA − I1 и AB − I2 ––
конечномерные операторы.

Доказательство. Оператор A : X1→ R(A) имеет обратный опе-

ратор B1. Продолжим его на Y1 нулем и распространим полученный

оператор на все Y по линейности. Проверим, что полученный опе-

ратор B есть двусторонний параметрикс для A.

 Добавим, что ядро и коядро у I + T тривиальны, т. е. практически отсутствуют,

если −1 не является собственным значением компактного оператора T . Известно,

что ненулевые собственные значения компактного оператора изолированы и имеют

конечную кратность. См. п. ..
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Пусть P –– проектор в X на Ker A параллельно X1 и Q –– проектор

в Y на Y1 параллельно R(A). Тогда

BA = BA(P+ I1− P) = BA(I1− P) = B1 A(I1− P) = I1− P,

AB = AB(Q+ I2−Q) = AB(I2−Q) = AB1(I2−Q) = I2−Q.

Операторы P и Q конечномерны и потому компактны.

Предположим теперь дополнительно, что пространство X непре-

рывно вложено в некоторое банахово пространство X0.

Предложение ... Пусть оператор A из X в Y фредгольмов.
Тогда справедлива априорная оценка

‖x‖X ¶ C(‖Ax‖Y +‖x‖X0
), x ∈ X , (..)

с постоянной, не зависящей от x. Если ядро Ker A тривиально, то
второе слагаемое в скобках можно опустить.

Доказательство. На прямом дополнении X1 к ядру мы имеем

оценку (..) без второго слагаемого в скобках ввиду обратимости

оператора A : X1→ R(A). Если ядро Ker A нетривиально, то оно изо-

морфно себе в X0 и на нем ‖x‖X ¶C1‖x‖X0
. Произвольный элемент

x ∈ X запишем в виде x= x1+ x2, где x1= Px –– проекция вектора x
на Ker A и x2= (I− P)x –– его проекция на X1. Имеем

‖x‖X ¶ ‖x1‖X +‖x2‖X .

Здесь

‖x1‖X ¶ C1‖x1‖X0
¶ C1(‖x‖X0

+‖x2‖X0
).

Далее, ‖x2‖X0
¶C2‖x2‖X ввиду непрерывности вложения X в X0, и

‖x2‖X = ‖x2‖X1
¶ C3‖Ax2‖R(A) = C3‖Ax2‖Y = C3‖Ax‖Y .

Предложение ... Пусть вложение X в X0 компактно, и пусть
для ограниченного оператора A верна оценка (..). Тогда он имеет
конечномерное ядро и замкнутую область значений.

Доказательство. . Проверим конечномерность ядра. Из этой

оценки следует, что на ядре

‖x‖X ¶ C‖x‖X0
. (..)

Ядро Ker A всякого ограниченного оператора замкнуто. Из (..)

видна замкнутость ядра в X0. Возьмем в Ker A как подпространстве



§ . Дополнение. Некоторые све́дения из теории операторов 

в X0 любое ограниченное множество. В силу (..) оно ограниче-

но в X и, значит, компактно в X0. Итак, в Ker A любое ограничен-

ное множество компактно. Отсюда следует, что Ker A конечномерно

(см., например, [, гл. V, § , теорема ]).

. Проверим замкнутость области значений. Сначала покажем,

что на X1 имеет место оценка

‖x‖X ¶ C1‖Ax‖Y . (..)

Допустим, что это неверно. Тогда есть такая последовательность

{xk} в X1, что ‖xk‖X →∞ и нормы ‖Axk‖Y ограничены. Положим

exk = xk/‖xk‖X . Тогда ‖exk‖X = 1 и yk = Aexk→ 0 в Y . Из {exk} можно

выбрать сходящуюся в X0 подпоследовательность. Пусть уже {exk}

сходится в X0. Тогда в силу (..) {exk} сходится к некоторому пре-

делу x0 в X1 и ‖x0‖X =1. С другой стороны, Aexk сходится в Y к нулю.

Поэтому x0∈Ker A. Получилось противоречие.

Используя (..) на X1, проверим замкнутость области значе-

ний. Пусть yk= Axk→ y0 в Y . Можем считать, что xk ∈ X1, и в силу

(..) {xk} сходится. Если предел есть x0, то Ax0= y0.

Замечание. Если на X верна оценка (..), то ядро тривиально

и область значений замкнута без предположения о компактности

вложения X в какое-либо пространство.

Это утверждение читатель легко проверит самостоятельно.

Пусть теперь X и Y –– бесконечномерные банаховы простран-

ства, для простоты рефлексивные, и A –– ограниченный оператор

из X в Y . Пусть X∗ –– сопряженное к X пространство относительно

некоторой формы (x, g)1, т. е. эта форма –– общий вид линейного

непрерывного функционала над X ; здесь g пробегает X∗. Для удоб-

ства мы считаем эту форму полуторалинейной, а не билинейной,

как и аналогичную форму с индексом 2 ниже.

Далее, пусть Y ∗ –– пространство, сопряженное к Y относитель-

но формы ( y, f )2. Как известно, X∗ и Y ∗ –– банаховы пространства

и формула
(Ax, f )2 = (x, A∗ f )1 (..)

однозначно определяет оператор A∗, действующий ограниченным

образом из Y ∗ в X∗; он называется оператором, сопряженным к A в
смысле теории операторов в банаховых пространствах.
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Предложение ... . Оператор A∗ фредгольмов вместе с A.
. При этом уравнение Ax= y разрешимо тогда и только тогда,

когда ( y, f )2 = 0 для всех f ∈Ker A∗. Аналогично, уравнение A∗ f = g
разрешимо тогда и только тогда, когда (x, g)1=0 для всех x∈Ker A.

. При этом

dim Coker A = dim Ker A∗, dim Ker A = dim Coker A∗ (..)

и
c(A∗) = −c(A), (..)

а определение индекса (..) равносильно такому:

c(A) = dim Ker A−dim Ker A∗. (..)

Доказательство. . Если B –– параметрикс для A, то, как нетруд-

но проверить, B∗ –– параметрикс для A∗. Это следует из соотноше-

ний (BA)∗ = A∗B∗, (AB)∗ = B∗A∗ и компактности оператора, сопря-

женного к компактному оператору ([, гл. VI, § , теорема ]).

. Из (..) видно, что равенство (Ax, f )2= 0 для всех x экви-

валентно равенству (x, A∗ f )1=0 для всех x, т. е. равенству A∗ f =0.

В [, т. I, гл. VI, лемма .] проверено, что если ( y, f )2=0 для всех

f из ядра оператора A∗, то y принадлежит замыканию области зна-

чений оператора A. Но у нас она замкнута.

. Пусть e1, …, em –– базис в Coker A; тогда базис в пространстве

функционалов f ∈Ker A∗ образуют функционалы f1, …, fm с (e j , fk)=

=δ j,k (равные 0 на R(A)). Это дает первую из формул (..). Вторая

получается аналогично.

Замечание ... В частности, этот результат относится к слу-

чаю, когда A –– ограниченный оператор в гильбертовом простран-

стве H и сопряженное пространство с ним отождествлено. Если

(x, y) –– скалярное произведение в H, то сопряженный к A оператор

A∗ связан с A равенством

(Ax, y) = (x, A∗ y) (..)

и называется гильбертовым сопряженным к A оператором. Это важ-

нейшее и общеизвестное понятие в спектральной теории операто-

ров (см. следующий пункт). Оно удобно, в частности, при изучении

так называемых сингулярных интегральных эллиптических опера-

торов на замкнутом многообразии M (см. ниже п. .): они имеют

нулевой порядок в шкале пространств H s(M), и их можно рассмат-

ривать как ограниченные операторы, действующие в гильбертовом

пространстве H0(M)= L2(M).
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Далее, формула (..) полезна в случае, когда A и A∗ –– ком-

пактные операторы в H, фактически действующие из H в неко-

торое компактно вложенное в H пространство. Так обстоит дело

в случае псевдодифференциальных эллиптических операторов от-

рицательного порядка на замкнутом многообразии M . Если же A
и A∗ –– эллиптические операторы в частных производных порядка

m> 0 на M , то их можно рассматривать как неограниченные опе-

раторы в H0(M) c областью определения Hm(M), тогда A и A∗ ––

сопряженные операторы в H0(M) в смысле теории неограниченных

операторов в гильбертовом пространстве.

Но важен также случай, когда A и A∗ –– неограниченные опера-

торы в гильбертовом пространстве H с разными областями опреде-

ления, компактно вложенными в H, и они фредгольмовы как огра-

ниченные операторы из этих областей определения в H. При этом

на элементах из этих областей определения имеет место формула

(..). Тогда снова H –– ортогональная сумма области значений

оператора A и ядра оператора A∗, а также области значений опе-

ратора A∗ и ядра оператора A. Снова эти операторы имеют проти-

воположные индексы. Такую ситуацию мы имели в п. ..

Во всех случаях, упомянутых в этом замечании, можно говорить

о сопряженности в смысле теории операторов в гильбертовом про-
странстве.

Предложение ... Пусть A1 –– фредгольмов оператор из X
в Y и A2 –– фредгольмов оператор из Y в Z. Тогда A2 A1 –– фредгольмов
оператор из X в Z и

c(A2 A1) = c(A1)+c(A2). (..)

Доказательство. Легко проверяется, что если B1 и B2 –– пара-

метриксы для A1 и A2, то B1B2 –– параметрикс для A2 A1. Докажем

равенство (..).

Представим пространство Y в виде прямой суммы следующих

четырех подпространств. Это возможно ввиду конечномерности

ядер и коядер.

) Пространство R(A1)∩ A−1
2 R(A2).

) Y1=R(A1)∩Ker A2.

) Y2=Ker A2∩Coker A1.

) Y3= A−1
2 R(A2)∩Coker A1.

Подпространства Y1, Y2, Y3 конечномерны; обозначим их размер-

ности через d1, d2, d3.
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Ядро оператора A2 A1 –– прямая сумма подпространств Ker A1

и A−1
1 Y1. Его размерность равна dim Ker A1+d1.

Далее, Coker(A2 A1) –– прямая сумма подпространств Coker A2

и A2Y3. Его размерность равна dim Coker A2+d3.

Кроме того, dim Ker A2=d1+d2 и dim Coker A1=d2+d3.

Поэтому индекс c(A2 A1) равен

dim Ker A1+d1+d2− (dim Coker A2+d2+d3) =

= dim Ker A1+dim Ker A2− (dim Coker A2+dim Coker A1) =

= c(A1)+c(A2).

Следствие ... Если B –– параметрикс для A, то c(B)=−c(A).

Действительно, произведение этих операторов имеет нулевой

индекс.

Предложение ... . При прибавлении к фредгольмову опе-
ратору компактного оператора получается фредгольмов оператор
с тем же индексом.

. Пусть A –– фредгольмов оператор из X в Y . Тогда существует
такое ǫ>0, что если A1 –– ограниченный оператор из X в Y с нормой
меньше ǫ, то A+ A1 –– фредгольмов оператор с тем же индексом.

. Пусть At (0¶ t¶ 1) –– семейство фредгольмовых операторов,

непрерывно зависящих от t по операторной норме. Тогда индекс
c(At) не зависит от t.

Доказательство. . Пусть A –– фредгольмов оператор и A1 –– ком-

пактный оператор из X в Y , а B –– параметрикс для A. Легко прове-

рить, что тогда B –– параметрикс для A+ A1, так что это тоже фред-

гольмов оператор. При этом

c(A+ A1) = −c(B) = c(A).

. Пусть A –– фредгольмов оператор и A1 –– ограниченный опера-

тор из X в Y . Пусть B –– параметрикс для A. Тогда B(A+ A1)= I1 +

+ T + BA1. Здесь T –– компактный оператор и BA1 –– ограниченный

оператор с нормой ‖BA1‖¶ ‖B‖‖A1‖. Если это произведение мень-

ше 1, то оператор I1 + BA1 обратим и (I1 + BA1)−1B –– левый пара-

метрикс для A+ A1. При этом же условии B(I2 + A1B)−1 –– правый

параметрикс для A+ A1. Поскольку индекс параметрикса не меня-

ется при его умножении на обратимый оператор, A и A+ A1 имеют

одинаковые индексы.

. Это утверждение следует из утверждения .
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Свойство  индекса называют его гомотопической инвариант-
ностью.

Предложение ... Пусть A –– фредгольмов оператор. Тогда
его можно представить в виде A0 + T , где T –– конечномерный опе-
ратор и

) если c(A)=0, то A0 –– обратимый оператор;

) если c(A)>0, то R(A0)=Y и dim Ker A0=c(A);

) если c(A)<0, то dim Ker A0={0} и dim Coker A0=−c(A).

Доказательство. Пусть x1, …, xm –– базис в Ker A и y1, …, yn ––

базис в Coker A. Построим оператор F, равный нулю на X1, полагая

Fx j= yj для всех j в первом случае, для j¶n и Fx j=0 для остальных

j во втором, для j ¶m в третьем и A0= A+ F, T =−F во всех трех

случаях. Это приводит к цели.

.. Теорема Лакса––Мильграма. Результаты, которые мы при-

ведем в этом пункте, играют важную роль в теории сильно эллипти-

ческих уравнений. Tеорема .. появилась в [], но в меньшей

общности (близкие соображения содержатся в написанной раньше

работе []); мы излагаем эту работу, следуя [].

.a. Пусть H1 –– гильбертово пространство со скалярным про-

изведением (u, v)1. По теореме Ф. Рисса о линейных непрерывных

функционалах над H1 это общий вид непрерывного антилинейного

функционала F(v) над H1, при этом u однозначно определяется по

F. Мы будем говорить не о линейных, а об антилинейных функцио-

налах, чтобы приготовить здесь формулировку, удобную для прило-

жений. Соответствующую норму обозначим через ‖u‖1.

Пусть Φ(u, v) –– полуторалинейная форма над H1. Предположим

ее непрерывной:

|Φ(u, v)| ¶ α‖u‖1‖v‖1, (..)

α –– положительная постоянная. При фиксированном u эта форма ––

непрерывный антилинейный функционал на H1. Предположим, что

выполнено неравенство

‖u‖21 ¶ β |Φ(u, u)| (..)

c положительной постоянной β .

Теорема ... При условиях (..) и (..) любой непрерыв-
ный антилинейный функционал F(v) на H1 допускает запись в виде
Φ(u, v) с однозначно определенным u∈H1.
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Доказательство. Определим линейное отображение Zu=w про-

странства H1 в себя равенством

Φ(u, v) = (w, v)1 (v ∈ H1). (..)

Это отображение является непрерывным:

‖Zu‖1 = sup
v 6=0

|(Zu, v)1|
‖v‖1

= sup
v 6=0

|Φ(u, v)|
‖v‖1

¶ α‖u‖1,

так что

‖Zu‖1 ¶ α‖u‖1. (..)

Далее,

‖u‖21 ¶ β |Φ(u, u)| = β |(w, u)1| ¶ β‖w‖1‖u‖1,

так что

‖u‖1 ¶ β‖w‖1. (..)

Из этого неравенства следует, что прообраз u любого элемента

w = Zu определен однозначно и образ этого отображения замкнут

(см. предложение ..). Допустим, что ZH1 6=H1. Тогда существует

элемент v, ортогональный к этому образу:

(Zu, v)1 = 0

для всех u. Но тогда

‖v‖21 ¶ β |Φ(v, v)| = β |(Zv, v)1| = 0,

так что v=0. Поэтому ZH1=H1.

Замечание. Отметим, что

‖u‖1 ¶ β‖F‖. (..)

Действительно,

‖F‖ = sup
v 6=0

|F(v)|
‖v‖1

= sup
v 6=0

|Φ(u, v)|
‖v‖1

¾
|Φ(u, u)|
‖u‖1

¾ β−1‖u‖1.

.b. Предположим теперь, что пространство H1 непрерывно

и компактно вложено в гильбертово пространство H0 со скалярным

произведением (u, v)0. Для простоты пусть

‖u‖0 ¶ ‖u‖1 (u ∈ H1). (..)

При каждом u∈H0 форма (u, v)0 определяет непрерывный антили-

нейный функционал над H1, так как

|(u, v)0| ¶ ‖u‖0‖v‖0 ¶ ‖u‖0‖v‖1.
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Пусть H−1 –– сопряженное к H1 пространство относительно продол-

жения этой формы, для которого мы сохраним обозначение (u, v)0.

Это означает, что форма ( f , v)0 теперь определена на H−1 × H1

и выражает общий вид антилинейного функционала над H1, а при

f , v∈H0 совпадает со скалярным произведением в H0. Норма функ-

ционала f ∈H−1 совпадает с ‖ f ‖−1:

‖ f ‖−1 = sup
v 6=0

|( f , v)0|
‖v‖1

. (..)

Мы имеем включения

H1 ⊂ H0 ⊂ H−1. (..)

Первое из них, как мы условились, компактно. Второе непрерывно:

‖u‖−1 = sup
v 6=0

|(u, v)0|
‖v‖1

¶
‖u‖0‖v‖0

‖v‖1
¶ ‖u‖0.

Поэтому вложение H1 в H−1 компактно.

Зададим теперь линейное отображение Lu= f пространства H1

в пространство H−1 формулой

( f , v)0 = Φ(u, v), v ∈ H1. (..)

При условии (..) с учетом (..) легко проверяется его непре-

рывность:

‖Lu‖−1 = sup
v 6=0

|Φ(u, v)|
‖v‖1

¶ α‖u‖1. (..)

Теперь при фиксированном f рассмотрим равенство Lu = f как

уравнение относительно u; решение, если оно существует, можно

назвать слабым решением этого уравнения.

Теорема ... При условиях (..) и (..) уравнение Lu= f
имеет одно и только одно слабое решение u∈H1 для любого f ∈H−1,
при этом обратный оператор L−1 непрерывен.

Это очевидное следствие предыдущей теоремы и замечания

к ней: функционал ( f , v)0 однозначно записывается в виде Φ(u, v),

при этом в силу (..) и (..) норма решения оценивается через

норму правой части. Более того, имеет место двусторонняя оценка

(cм. (..)).

Теорема ... В частности, теорема .. верна, если условие
(..) заменить более жестким условием

‖u‖21 ¶ β ReΦ(u, u), u ∈ H1. (..)
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Именно это утверждение применяется к сильно эллиптическим

уравнениям в случаях сильной коэрцитивности. Для удобства ссы-

лок мы именно его будем называть теоремой Лакса––Мильграма.

.c. Теперь приведем аналогичное утверждение для случая,

когда коэрцитивность есть, но нет сильной коэрцитивности. Пред-

варительно заметим, что для оператора L (выше он определен как

ограниченный оператор из H1 в H−1) есть вторая интерпретация:

можно рассматривать его как неограниченный оператор в H−1 с об-

ластью определения H1.

Теорема ... При условиях (..) и

‖u‖21 ¶ β ReΦ(u, u)+γ‖u‖20, u ∈ H1, (..)

c γ > 0 оператор L : H1 → H−1 фредгольмов с нулевым индексом.
Если рассматривать L как оператор в H−1 с областью определе-
ния H1, то его резольвентное множество содержит полуплоскость
{λ : Reλ<−β−1γ}.

Доказательство. Заменим форму Φ(u, v) на Φ(u, v)+ µ(u, v)0.

Если Reµ> β−1γ, то новая форма удовлетворяет предположениям

теоремы .. и поэтому соответствующий оператор из H1 в H−1

имеет непрерывный обратный. Этот оператор естественно записы-

вается в виде L+µI. Единичный оператор как действующий из H1

в H−1 компактен. В силу предложения .. оператор L оказывает-

ся фредгольмовым с нулевым индексом. Первое утверждение теоре-

мы проверено; второе очевидно.

В §  в случае задачи Дирихле с однородным граничным усло-

вием пространства H1, H0 и H−1 –– это eH1(Ω), L2(Ω) и H−1(Ω), а в

случае задачи Неймана с нулевым граничным условием –– соответ-

ственно H1(Ω), L2(Ω) и eH−1(Ω). В случаях, скажем, операторов D,

A−1 и H (см. § ) это H1/2(Γ), L2(Γ) и H−1/2(Γ). Мы надеемся, что

читатель самостоятельно разберется с операторами на незамкнутой

поверхности.

Включим в рассмотрение сопряженный оператор L∗. Определим

его равенством

(Lu, v)0 = Φ(u, v) = (u, L∗v)0. (..)

Он сопоставляет элементу v ∈ H1 элемент L∗v ∈ H−1 –– линейный

непрерывный функционал над H1. В § и § мы специально по-

заботились о том, чтобы форма Φ(u, v) не менялась при переходе
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к формально сопряженному уравнению, и там в случае задачи Ди-

рихле или Неймана оператор L∗ отвечает соответственно задачам

Дирихле и Неймана для формально сопряженной системы. Нетруд-

но проверить, что и в случае операторов D, A−1 и H (см. § ) он

отвечает аналогичным операторам для формально сопряженной

системы.

Если форма Φ(u, v) удовлетворяет условию (..) и условию

(..) или (..), то соответственно теорема .. или ..

применима и к оператору L∗. В первом случае он обратим, во вто-

ром фредгольмов. Во втором случае условия разрешимости, скажем,

уравнения Lu= f состоят в ортогональности правой части к реше-

ниям уравнения L∗v=0 относительно формы ( f , v)0.

.. Несколько определений и фактов из спектральной тео-

рии операторов. Материал этого пункта автор предполагает по-

дробно обсуждать в []. Для справок можно использовать, в част-

ности, книги [] и [].

.a. Пусть A –– замкнутый линейный оператор в бесконечно-

мерном сепарабельном банаховом пространстве X с плотной обла-

стью определения D(A). Этот оператор может быть неограничен-

ным; замкнутость означает, что его график {(x, Ax)}, x ∈ D(A), за-

мкнут в прямом произведении X × X . Если это ограниченный опе-

ратор, то считаем, что D(A)= X .

Резольвентное множествоρ(A) оператора A состоит из таких то-

чек λ комплексной плоскости, что оператор A−λI имеет ограничен-

ный обратный RA(λ)= (A−λI)−1. Этот оператор называется резоль-
вентой оператора A в точке λ. Дополнение σ(A) к резольвентному

множеству называется спектром оператора A. Если (A − λI)x = 0

при некотором ненулевом векторе x, то λ называется собственным
значением оператора A и x –– соответствующим ему собственным
вектором. Собственные значения входят в спектр. Если

(A−λI)k x = 0

при некотором натуральном k и x 6= 0, то x называется корневым
вектором, отвечающим собственному значению λ. В частности,

при k=1 это собственный вектор.

В спектральной теории эллиптических уравнений и задач в огра-

ниченной области или на компактном многообразии особенно ин-

тересны два класса операторов.
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. Компактные операторы T. (В этом случае сейчас пишем бук-

ву T вместо A.) Спектр компактного оператора в бесконечномер-

ном пространстве состоит из нуля и изолированных ненулевых соб-

ственных значений конечной кратности; если их бесконечно много,

то скапливаться они могут только к нулю. Конечность кратности

собственного значения λ0 6= 0 –– это конечномерность соответству-

ющего корневого подпространства, состоящего из отвечающих λ0

корневых векторов и нулевого вектора. Если T –– компактный само-

сопряженный оператор в гильбертовом пространстве H, то все его

корневые векторы собственные и из них можно составить ортонор-

мированный базис в этом пространстве.

. Операторы с компактной резольвентой. Так называется не-

ограниченный оператор A, резольвента (A − λI)−1 которого при

некотором λ0 существует и компактна. Спектр такого оператора

состоит из изолированных собственных значений конечной крат-

ности, которые не имеют конечных точек накопления. Конечность

кратности снова означает конечномерность соответствующего кор-

невого подпространства. Резольвента (A − λI)−1 компактна при

всех λ ∈ ρ(A). Такие операторы A называют также операторами
с дискретным спектром.

Пусть X –– сепарабельное банахово пространство. Система век-

торов { f j }
∞
1 в X называется полной в этом пространстве, если их

конечные линейные комбинации плотны в X .

.b. Пусть снова A –– неограниченный замкнутый оператор

в X с плотной областью определения. Предположим, что на ком-

плексной плоскости имеется выходящий из начала координат луч,

на котором все λ с достаточно большим модулем принадлежат ре-

зольвентному множеству и в этих точках справедлива оценка

‖RA(λ)‖X ¶ C(1+ |λ|)−1. (..)

Быстрее, чем |λ|−1, норма резольвенты убывать не может ([,

c. ]), поэтому назовем такой луч лучом максимального убывания
нормы резольвенты. Несложно проверяется, что такие лучи образу-

ют открытое множество. Если имеется угол Λ на комплексной плос-

кости с вершиной в начале, в котором при достаточно больших |λ|
резольвента существует и удовлетворяет оценке (..), то назовем

его углом максимального убывания нормы резольвенты.

 Термин Агмона «луч минимального роста нормы резольвенты» кажется нам ме-

нее удачным.
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Пусть теперь X = H –– (сепарабельное) гильбертово простран-

ство со скалярным произведением (u, v) и A –– неограниченный са-

мосопряженный оператор в H с дискретным спектром. Не вдаваясь

в общеизвестные определения (см., например, [], [] или []),

можем описать его так. Имеется ортонормированный базис {e j }
∞
1

в H, состоящий из собственных векторов этого оператора. Любой

вектор x∈H можно записать в виде

x =
∞∑
1

(x, e j)e j , (..)

и здесь ‖x‖2H =
∑
|(x, e j)|2. Оператор A допускает представление

Ax =
∞∑
1

λ j(x, e j)e j , x ∈ D(A), (..)

здесь λ j –– его собственные значения, отвечающие собственным

векторам e j . Все корневые векторы являются собственными. Об-

ласть определения D(A) выделяется условием
∑
|λ j |2|(x, e j)|2 < ∞. (..)

Если собственных значений обоих знаков бесконечно много, то

можно принять, что они занумерованы целыми числами с учетом

кратностей в порядке неубывания, тогда λ j → ±∞ при j → ±∞.

Оператор называется полуограниченным снизу, если отрицательных

собственных значений нет или их число конечно. В этом случае

собственные значения обычно нумеруют натуральными числами

в порядке неубывания с учетом кратностей, тогда λ j →+∞. Если

все собственные значения неотрицательны или положительны, то

оператор называется соответственно неотрицательным или поло-
жительным.

Любой замкнутый угол с вершиной в начале, не содержащий ве-

щественных лучей R±, является в этом случае углом максимального

убывания нормы резольвенты RA(λ). Это следует из того, что норма

резольвенты самосопряженного оператора в невещественной точ-

ке λ равна sup |λ−λ j |−1. Если оператор A полуограничен снизу, то

сказанное верно для угла, не содержащего R+.

.c. Для неограниченного положительного самосопряженно-

го оператора A в гильбертовом пространстве H можно определить

его степени At, в частности с вещественными t. При t>0 для этого
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надо в спектральном разложении оператора A

A =
∫
λdEλ

заменить λ на λt.

Рассмотрим подробно случай положительного самосопряженно-

го оператора A c дискретным спектром в гильбертовом простран-

стве H.

Пусть t>0. Определим оператор At формулой

At x =
∑
λt

j (x, e j)e j . (..)

Его область определения –– подпространство Ht = D(At) в H, выде-

ляемое условием ∑
λ2t

j |(x, e j )|2 < ∞. (..)

Это тоже самосопряженный положительный оператор с дискретным

спектром, он имеет те же собственные векторы e j и собственные

значения λt
j . В Ht вводится норма ‖x‖t, равная квадратному корню

из левой части в (..); легко определяется соответствующее ска-

лярное произведение и проверяется полнота системы векторов e j .

Далее, при t < 0 определим пространство Ht как состоящее из

таких формальных в общем случае сумм

x =
∑

c j e j (..)

(заведомо неформальных, если они конечны), что выполнено усло-

вие ∑
λ2t

j |c j |2 < ∞. (..)

Вектор x задается набором своих коэффициентов Фурье c j= (x, e j).

Норма вектора x в Ht определяется как квадратный корень из левой

части в (..). Снова легко вводится соответствующее скалярное

произведение и проверяется полнота системы векторов e j .

Получается шкала гильбертовых пространств {Ht}, −∞< t<∞,

сужающихся с ростом t. Оператор As изоморфно и непрерывно

отображает Ht на Ht−s при всех s, и операторы At образуют группу:

As At
= As+t.

Если оператор только неотрицателен и есть нулевое собствен-

ное значение, то можно рассматривать полугруппу операторов At

с t¾0 и соответствующие пространства Ht.

Степени более общих позитивных операторов затрагиваются у

нас в п. ..
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В случае самосопряженного оператора A с дискретным спек-

тром и собственными значениями λ j обоих знаков пространства Ht

можно определить при помощи степеней оператора |A| с собствен-

ными значениями |λ j | и теми же собственными векторами. Предпо-

ложим для простоты, что нуль не является собственным значением;

тогда степени оператора |A| снова образуют группу и мы имеем

шкалу пространств Ht, −∞< t<∞. Оператор |A| остается самосо-

пряженным в этих пространствах (как и степени |A|s) и сохраняет

тот же базис из собственных векторов.

Степени можно определять и для компактного самосопряженно-

го оператора.

.d. Если задан несамосопряженный оператор в гильберто-

вом пространстве H, то возникает вопрос о полноте системы его

корневых векторов в этом пространстве. Укажем два удобных при-

знака полноты.

Предварительно заметим, что если T –– компактный оператор,

то T∗ –– тоже компактный оператор и TT∗ –– самосопряженный ком-

пактный неотрицательный оператор. Отличные от нуля собствен-

ные значения оператора (TT∗)1/2, занумерованные в порядке невоз-

растания с учетом кратности, обозначим через s j(T). Это так назы-

ваемые s-числа оператора T . Если s j =O( j−p) при некотором p>0,

то говорят, что этот оператор имеет конечный порядок. Число p на-

зывают порядком компактного оператора T ; нижнюю грань таких

чисел можно назвать точным порядком оператора T .

Предложение ... Пусть

A = A0+ A1, (..)

где A0 –– самосопряженный положительный оператор с дискретным
спектром, причем A−1

0 имеет конечный порядок, а оператор A1

компактен относительно A0 в следующем смысле: оператор A1 A−1
0

компактен. Тогда система корневых векторов оператора A пол-
на в H.

Оператор A указанного здесь вида называется слабым возму-
щением самосопряженного оператора A0 или оператором, близким
к самосопряженному оператору A0. Приведенное предложение со-

держится в книге [, гл. V]. Там же приведен его аналог для ком-

пактных операторов.

Следующий результат фактически содержится в книге [, т. II,

гл. XI, п. ].
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Предложение ... Предположим, что оператор A−1
0 имеет

порядок p и что A имеет такие лучи максимального убывания нор-
мы резольвенты, что максимальный из углов между соседними лу-
чами меньше π/p. Тогда система корневых векторов оператора A
полна в H.

Это предложение обобщается на операторы в банаховом про-

странстве (см. []).

Система векторов {e j}
∞
1 в банаховом пространстве X называется

базисом, если любой вектор x∈ X представим в виде ряда

x =
∞∑
1

c j e j (..)

с однозначно определенными коэффициентами c j = c j (x), сходяще-

гося по норме в X . Если X = H –– гильбертово пространство и A ––

самосопряженный оператор в H с дискретным спектром (или само-

сопряженный компактный оператор), то такой базис (ортонорми-

рованный) составляется из его собственных векторов. Ряд (..)

называется в этом случае рядом Фурье вектора x по собственным
векторам оператора A, а c j(x) –– коэффициентами Фурье в этом

ряде.

В общем случае необходимые предпосылки для базисности си-

стемы векторов –– ее полнота и минимальность. Полная система

векторов называется минимальной, если она теряет полноту при

удалении из нее хотя бы одного вектора.

Для минимальности заданной полной системы { f j }
∞
1 векторов

необходимо и достаточно наличие биортогональной к ней системы

векторов {gk}∞
1 .

Пусть оператор A с дискретным спектром имеет полную систему

корневых векторов {e j}
∞
1 . Она составляется из базисов в корневых

подпространствах: берется один базис в каждом корневом подпро-

странстве. Пусть сопряженный оператор A∗ тоже имеет такую си-

стему корневых векторов {g j}
∞
1 . Тогда эти две системы можно под-

чинить условию биортогональности: (e j , gk)=δ j,k. См. [], Добав-

ление, или [, гл. ]. В этом случае в (..) c j= (x, g j).

Только что сказанное обобщается на операторы в банаховом

пространстве.

Более деликатным, чем вопрос о полноте, является вопрос о том,

когда система {e j} корневых векторов сохраняет в какой-то мере
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свойство базисности. В настоящей книге мы этот вопрос не обсуж-

даем, он откладывается до [].

.. Псевдодифференциальные операторы. Пусть a(x, ξ) ––

бесконечно гладкая функция на Rn×Rn. Псевдодифференциальный
оператор с символом a(x, ξ) определяется формулой

Au(x) = a(x, D)u(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξa(x, ξ)(Fu)(ξ) dξ (..)

первоначально на функциях из C∞
0 (Rn). Пока для простоты считаем

их скалярными. Здесь F –– преобразование Фурье: u(x)→ (Fu)(ξ).

Выражение (..) –– это как бы «обратное преобразование Фурье»

от aFu, но от x оно зависит «дважды»: x содержится в показателе

экспоненты и в символе a(x, ξ).

Чтобы определение (..) имело смысл и было содержатель-

ным, надо подчинить символ некоторым условиям. Простейший на-

бор условий состоит в следующем: при некотором вещественном m

|∂αx ∂β
ξ

a(x, ξ)| ¶ Cα,β(1+ |ξ|)m−|β | (..)

для всех мультииндексов α, β , где постоянные зависят от a и не

зависят от x, ξ.

При этих условиях оператор (..) продолжается до оператора,

действующего ограниченным образом из H s(Rn) в H s−m(Rn) при

всех s. Число m называется порядком псевдодифференциального

оператора A. В русской литературе используется сокращение ПДО,

в англоязычной ΨDO.

Простейший пример –– оператор в частных производных нату-

рального порядка m
A =
∑
|α|¶m

aα(x)Dα (..)

с бесконечно гладкими коэффициентами, имеющими ограничен-

ные производные всех порядков. В этом случае символ очевидным

образом выражается формулой

a(x, ξ) =
∑
|α|¶m

aα(x)ξα. (..)

Пример ПДО нулевого порядка –– оператор умножения на бесконеч-

но гладкую функцию a(x), она является символом этого оператора.

Более общие ПДО нулевого порядка указываются ниже в (..).

 Теория более общих псевдодифференциальных операторов содержится, напри-

мер, в [].
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Пусть теперь m отрицательно. Тогда, по крайней мере при

u∈C∞
0 (Rn), можно воспользоваться теоремой Фубини и переписать

формулу (..) в виде

Au(x) =
∫

K(x, y)u( y) dy,

где K(x, y) =
1

(2π)n

∫
ei(x−y)·ξa(x, ξ) dξ.

(..)

Это ПДО в x-представлении. Функция K(x, y) называется его ядром.

Таким образом, класс ПДО содержит много интегральных операто-

ров. На самом деле x-представление допускает ПДО любого поряд-

ка, если пользоваться его ядром в смысле Шварца (см. []).

Важнейшие факты исчисления ПДО –– это теоремы следующего

содержания.

. Произведение AB = a(x, D)b(x, D) двух ПДО порядков m1

и m2 –– это ПДО C порядка m1+m2 с символом

c(x, ξ) = a(x, ξ)b(x, ξ) (..)

с точностью до прибавления ПДО порядка не выше m1+m2−1.

. Оператор, формально сопряженный к ПДО A=a(x, D) поряд-

ка m относительно скалярного произведения в L2(Rn), есть ПДО

A∗ того же порядка с эрмитово сопряженным к a(x, ξ) символом

a∗(x, ξ) с точностью до прибавления ПДО порядка не выше m− 1.

В скалярном случае a∗ = ¯̄a, но можно рассматривать и матричные

операторы: u(x) –– вектор-столбец, a(x, ξ) –– матрица, для простоты

квадратная. Тогда a∗ –– эрмитово сопряженная к a матрица. Фор-

мальная сопряженность означает, что

(Aϕ,ψ)Rn = (ϕ, A∗ψ)Rn

на функциях ϕ, ψ из C∞
0 (Rn).

На самом деле для символов ПДО AB и A∗ строятся асимптоти-

ческие разложения по символам ПДО убывающих порядков.

Особенно содержательно это исчисление в случае так назы-

ваемых полиоднородных ПДО. Это случай, когда символ допускает

асимптотическое разложение (приводим его в наиболее простом

варианте)
a(x, ξ) ∼ a0(x, ξ)+a1(x, ξ)+…, (..)

где функции a j(x, ξ) положительно однородны по ξ степени m− j.
Смысл разложения следующий: если θ (ξ) –– любая бесконечно глад-
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кая функция, равная  в окрестности начала и 1 вне большей окрест-

ности, то при любом целом неотрицательном N функция

θ (ξ)

�
a(x, ξ)−

N∑
j=0

a j(x, ξ)

�

есть символ ПДО порядка не выше m−N−1. Очевидно, что диффе-

ренциальные операторы –– частный случай полиоднородных ПДО.

Полиоднородные ПДО порядка m=0 принадлежат к классу так

называемых сингулярных интегральных операторов. В x-представ-

лении они выглядят так:

Au(x) = a(x)u(x)+ lim
ǫ→0

∫

|x− y| > ǫ

K(x, y)u( y) dy. (..)

Интеграл здесь понимается в смысле главного значения по Коши.

Подробнее: ядро K(x, y) имеет вид k(x, x− y), где функция k(x, z)

(или ее главная часть) положительно однородна по z критической

степени −n: k(x, tz)= t−nk(x, z), t> 0. Интеграл от нее по единич-

ной сфере |z|=1 предполагается равным нулю, именно это обеспе-

чивает существование интеграла (..) в смысле главного значе-

ния по Коши.

Функция a0(x, ξ) называется главным символом полиоднород-

ного ПДО.

Произведение AB полиоднородных ПДО A и B –– полиоднород-

ный ПДО. Его главный символ –– произведение a0b0 главных симво-

лов a0 и b0 ПДО A и B. Поэтому если полиоднородные ПДО A и B
порядков m1 и m2 имеют перестановочные главные символы (на-

пример, если это скалярные операторы), то коммутатор AB− BA ––

полиоднородный ПДО порядка не выше m1+m2− 1. ПДО A∗, фор-

мально сопряженный к полиоднородному ПДО A, –– тоже полиодно-

родный ПДО, его главный символ является эрмитово сопряженным

к главному символу ПДО A.

Равномерное условие эллиптичности –– это неравенство

|a0(x, ξ)| ¾ C|ξ|m (..)

в скалярном случае с положительной постоянной C; в матричном

случае в простейшей ситуации аналогичное условие накладывается

на определитель матрицы a0.

Доказывается, что тогда a−1
0 (x, ξ) –– символ ПДО B, тоже полиод-

нородного, порядка −m и тоже эллиптического. Ясно, что AB и BA
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отличаются от единичного оператора на ПДО порядка −1. Поэтому

B –– квазипараметрикс для эллиптического ПДО A (ср. с § ).

Проверяется, что при диффеоморфизме y = y(x), с ограничен-

ными производными всех порядков этого и обратного преобразо-

вания, полиоднородный ПДО A переходит в полиоднородный ПДО

B с главным символом

b0( y, η) = a0

�
x( y),

��
∂x
∂ y

�′�−1

η

�
. (..)

Эта формула важна для перехода к ПДО на многообразии. Из нее,

кстати, видна инвариантность условий эллиптичности (и сильной

эллиптичности) относительно невырожденных гладких преобразо-

ваний координат.

Пусть теперь M –– бесконечно гладкое компактное многообра-

зие. ПДО A на M определяется следующим образом. Если ϕ и ψ ––

бесконечно гладкие функции с носителями в одной координатной

окрестности U , то

ϕAψu = ϕAUψu, (..)

где AU –– ПДО вRn в соответствующих локальных координатах. Если

же ϕ и ψ имеют непересекающиеся носители, то ϕAψ –– оператор

порядка −∞.

Формула (..) позволяет определить полиоднородный ПДО

порядка m на M; при этом именно в силу этой формулы главный

символ a0(x, ξ) оказывается инвариантно определенным как функ-

ция на кокасательном расслоении T∗(M) многообразия M . Такой

ПДО действует ограниченным образом из H s(M) в H s−m(M) при

всех s. Исчисление глобально строится на уровне главных символов.

Естественным образом определяется эллиптичность такого ПДО.

Доказывается, что эллиптичность ПДО A порядка m эквивалентна

его фредгольмовости как оператора из H s(M) в H s−m(M), причем

индекс не зависит от s в силу соответствующей теоремы о глад-

кости. Все это обобщение материала § . При этом вся аналитиче-

ская работа оказывается уже проведенной при построении исчис-

ления.

В частности, можно рассматривать сингулярные интегральные

операторы на многообразии.

Упомянем, что на стандартном торе можно рассматривать ПДО,

определяя их при помощи рядов Фурье вместо преобразования Фу-
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рье:
a(x, D)u(x) =

∑
α∈Zn

a(x,α)e−iα·xcα(u),

где cα(u) –– коэффициенты Фурье функции u; символ a(x, ξ) исполь-

зуется при этом только в точках ξ=α с целочисленными координа-

тами. Мы воспользовались этим в п. ..

Исчисление псевдодифференциальных операторов в его нынеш-

нем виде возникло в -е годы прошлого века. Первоначально эл-

липтические ПДО понадобились и сыграли важнейшую роль при

решении проблемы вычисления индекса эллиптических дифферен-

циальных операторов, а именно, при использовании гомотопий. Го-

мотопии по многочленам (главным символам дифференциальных

эллиптических операторов) затруднительны. Правда, главные сим-

волы ПДО –– бесконечно гладкие при ξ 6=0 функции. Но гомотопию

по непрерывным функциям (на «единичных» кокасательных векто-

рах, если M –– риманово многообразие) можно аппроксимировать

гомотопией по бесконечно гладким функциям.

В дальнейшем быстро выяснилось, что ПДО на самом деле

встречаются, очень нужны и очень полезны в огромном количестве

задач анализа, в особенности задач, в которых надо выяснять те или

иные асимптотики.

Сильная эллиптичность полиоднородного ПДО определяется как

равномерная положительная определенность действительной части

его главного символа. См. статью Костабеля––Вендланда [] и мо-

нографию Хсиао––Вендланда [].

Мы наметили содержание теории ПДО для «бесконечно глад-

ких» ситуаций. На самом деле ПДО можно определить и рассмат-

ривать в ситуациях, когда гладкость рассматриваемых функций яв-

ляется ограниченной или очень мала. Такие ситуации будут обсуж-

даться в [].
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Читателю нужно иметь в виду, что ряд вопросов, которые мы

обсуждали, параллельно изучали многие математики, и пытаться

в этих случаях детально разобраться, кто сделал что-то раньше дру-

гих, –– крайне неблагодарная и часто неразрешимая задача. Это от-

носится и к работам по теории пространств типа Соболева, и к

работам по теории эллиптических задач.

Значительно более полные ссылки на литературу можно найти

в цитируемых нами монографиях.

Предупредим читателя также о том, что статьям, которые мы

приводим в литературе, могли предшествовать краткие заметки тех

же авторов, опубликованные раньше, а книгам могли предшество-

вать многие работы.

.. К главе I.

Теория пространств типа Соболева, в изрядной степени и теория

обобщенных функций, ведут свое начало от работ C. Л. Соболева

в -е годы XX в., отраженных в его монографии []. Литература

по этой тематике огромная, по существу это продолжающий разви-

ваться обширный раздел функционального анализа. Как уже было

сказано, С. Л. Соболев рассмотрел пространства W s
p с целым неотри-

цательным s. Пространства W s
p дробного неотрицательного порядка

s ввел Л. Н. Слободецкий [, ]. Случаю p=2 посвящена его по-

дробная статья []. Как потом выяснилось, пространства дробно-

го порядка появились немного раньше в работе []. Статья []

была одной из первых работ по пространствам H s в Rn. Укажем ее

продолжения: [], [], [], []. См. также работу Кальдерона

[] о пространствах H s
p.

К п. . и ..

В современной литературе дискретные нормы используются

при рассмотрении очень общих пространств –– Трибеля––Лизоркина

и Бесова с тремя индексами. У нас эти определения приведены

в п. .. В п. . мы привели определения самых простых дискрет-

ных норм для пространств H s, а в п. . показали, как их можно
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использовать для доказательства одной из теорем вложения Собо-

лева.

Вопросами продолжения функций из областей или с поверхно-

стей меньшей размерности занимались очень многие математики;

подробные указания можно найти в статье [] и книгах [], []

и [].

Аналог оператора продолжения Хестенса функций из полупро-

странства или области с гладкой границей в Rn для пространств H s

с s∈R (и более общих функциональных пространств) можно найти

в [, п. ..], и [].

Оператор Сили [] продолжения функций из полупростран-

ства Rn
+

в Rn строится следующим образом. Проверяется, что суще-

ствуют последовательности чисел {ak}∞
0 и {bk}∞

0 со свойствами

) bk<0 и bk→−∞,

)
∞∑
0

|ak| |bk|m<∞ при всех целых неотрицательных m,

)
∞∑
0

ak(bk)m
=1 при всех целых неотрицательных m.

Пусть ϕ(t) –– бесконечно гладкая функция на прямой, равная 1

на [0, 1] и 0 при t¾2. Полагаем при xn<0

Eu(x′, xn) =
∞∑
0

akϕ(bk xn)u(x′, bk xn). (..)

Этот оператор переводит C∞(Rn
+

) в C∞(Rn) и, как отмечено в [],

годится в качестве оператора продолжения для пространств Собо-

лева W s
p .

См. также ниже наши литературные указания к § , относящи-

еся к более общим пространствам.

К п. ..

Одно из доказательств теоремы .. содержится в []. См. так-

же []. Здесь мы следуем работе Г. Н. Яковлева [].

.. К главе II.

Общее определение эллиптической системы дал И. Г. Петров-

ский в работе [], где основной результат состоял в аналитично-

сти решений эллиптических систем с аналитическими коэффици-

ентами.
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К § .

Появлению общего результата «эллиптичность задачи ⇔ ее

фредгольмовость» предшествовало огромное количество исследо-

ваний. О развитии теории эллиптических уравнений до  г. дает

представление монография Миранды [], позднее переизданная

[]. О достижениях советской математической школы в области

эллиптических уравнений к  г. можно составить впечатление

по обзорной статье [].

Общее определение сильной эллиптичности в  г. дал, как

мы уже отмечали, М. И. Вишик []. Эта работа, написанная до

создания общей теории эллиптических задач, имела очень большой

резонанс в литературе. Общее неравенство Гординга для скаляр-

ной задачи Дирихле появилось в работе [] и позднее для общей

матричной задачи Дирихле в []. Проблема нахождения условий

коэрцитивности в других задачах для сильно эллиптических урав-

нений и систем высокого порядка изучалась, в частности, в работах

[], [], [], []. Но, видимо, проще смотреть монографии

[], [], [], [], где можно найти и дальнейшие ссылки.

В  г. вышла работа М. И. Вишика [], в которой к описа-

нию задач для эллиптических уравнений предложен абстрактный

подход в терминах расширений операторов. Расширения с теми или

иными свойствами описываются при помощи граничных условий.

Это направление развивалось в работах многих авторов, особенно

в связи с вопросами спектральной теории.

Важнейшей на пути создания общей теории эллиптических за-

дач была уже указанная в §  работа Я. Б. Лопатинского []. Она

включена также в книгу []. В этой работе рассмотрены общие гра-

ничные задачи для эллиптической системы в многомерной выпук-

лой области с порядком граничных операторов ниже порядка си-

стемы. Фактически там и появилось «условие Лопатинского». Метод

исследования –– сначала явное решение задачи с постоянными ко-

эффициентами в полупространстве, затем сведе́ние задачи в огра-

ниченной области к фредгольмовым интегральным уравнениям на

границе. Такие же идеи появились в работах З. Я. Шапиро [] (Ло-

патинский использовал результаты этой работы в качестве приме-

ра) и [], но в меньшей общности.

Следует отметить, что понятие эллиптичности намного рань-

ше появилось в другой области анализа, но под другим названием.
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Мы имеем в виду теорию одномерных сингулярных интегральных

уравнений (скалярных и матричных), где эллиптические уравнения

назывались уравнениями нормального типа (см., например, []).

Задачи для эллиптических уравнений в двумерных областях допус-

кают сведе́ние к одномерным сингулярным уравнениям на границе,

и это не только способ доказательства фредгольмовости этих задач,

но и путь к вычислению их индекса, так как формула для индекса

одномерных сингулярных интегральных операторов была давно из-

вестна. Общую теорию эллиптических задач в двумерных областях

с вычислением индекса построил А. И. Вольперт [].

Только позднее возникло понимание того, что эти понятия эл-

липтичности –– для граничных задач и для сингулярных интеграль-

ных уравнений –– одной природы. Это мы обсудим в [].

Большое влияние на исследование эллиптических уравнений

и задач, как мы уже упоминали в п. ., оказала статья И. M. Гель-

фанда [], в которой была поставлена проблема нахождения гомо-

топических инвариантов и индекса эллиптического оператора. Она

стимулировала прежде всего завершение теории эллиптических диф-

ференциальных уравнений и задач, а также разработку ее обобщений

на псевдодифференциальные уравнения и задачи, понадобившиеся

в первую очередь для гомотопий при вычислении индекса.

Общие априорные оценки для решений эллиптических задач

в шаудеровских и соболевских Lp-нормах были получены в рабо-

тах Ш. Агмона, A. Дуглиса и Л. Ниренберга [] в скалярном случае

и [] в матричном случае для систем, эллиптических по Дуглису––

Ниренбергу []. Но фредгольмовость задачи выводится из одних

только априорных оценок, только если можно использовать сопря-

женную задачу.

Мы привели в литературе также ряд работ Ф. Браудера и М. Шех-

тера, сыгравших существенную роль в завершении доказательства

эквивалентности эллиптичности и фредгольмовости. Параметрикс

в эллиптических задачах появился у Ф. Браудера []. Его анало-

гом в теории сингулярных интегральных уравнений был регуляри-

затор. Общую и прозрачную конструкцию параметрикса предло-

жил А. C. Дынин [, ], по существу завершивший доказатель-

ство теоремы «эллиптичность задачи⇔ ее фредгольмовость» в ска-

лярном случае.

Сингулярный интегро-дифференциальный оператор у Дынина

[] –– это дифференциальный оператор, в котором коэффициен-
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тами являются сингулярные интегральные операторы. По существу

это непосредственный предшественник псевдодифференциального

оператора. В [] рассмотрены общие эллиптические операторы

такого вида на замкнутом многообразии и в [] –– общие эллип-

тические граничные задачи с такими граничными условиями для

скалярного эллиптического уравнения. Дальнейшие обобщения см.

в [] и []. Общую теорию псевдодифференциальных эллип-

тических задач первоначально построили М. И. Вишик –– Г. И. Эскин

в серии статей (см. монографию []) и Буте де Монвель [, ].

Эллиптические с параметром задачи первоначально рассмот-

рел Ш. Агмон []. Но у него не было правого обратного опе-

ратора, для получения результата об однозначной разрешимости

использовалась сопряженная задача. В [], в частности, постро-

ен правый обратный оператор по образцу правого параметрикса

у Дынина. Продолжением работы [] является работа Ш. Агмона

и Л. Ниренберга []; в ней и в [] рассматриваются и параболи-

ческие задачи.

Понятия нормальной системы граничных условий, системы Ди-

рихле и сопряженной задачи и общая формула Грина появились

в []. Этот материал изложен заново и используется у М. Шехтера

[, ]. В дальнейшем он перешел в книгу Лионса––Мадженеса

[], которой предшествовали статьи этих авторов. Наше изложение

в п. . несколько проще, так как там мы уже можем пользоваться

теорией общих эллиптических задач с неоднородными граничны-

ми условиями. Обобщения на системы можно смотреть в замет-

ках Я. А. Ройтберга––З. Г. Шефтеля [], С. Я. Львина [] и статье

Р. В. Дудучавы [], где обсуждаются также поверхностные потенци-

алы и проекторы Кальдерона в общей теории эллиптических задач.

Замечание о нормальности граничных условий при наличии лу-

ча эллиптичности с параметром сделали Бурак [] и Сили [].

Проекторы Кальдерона [] –– это проекторы на границе на

данные Коши для эллиптического уравнения во внутренней и внеш-

ней области. Кальдерон ввел их именно для изучения общих эллип-

тических задач. См. также [] и []. В главе III поверхностные

потенциалы и проекторы Кальдерона рассмотрены у нас для сильно

эллиптических систем -го порядка в липшицевых областях. В кон-

тексте общей теории эти проекторы удобно рассматривать, имея

исчисление псевдодифференциальных операторов, так что эту тему

мы тоже откладываем до [].
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В книге Ж.-Л. Лионса и Э. Мадженеса [] построены шкалы про-

странств для индекса s, принимающего любые вещественные зна-

чения, в которых получаются теоремы о фредгольмовости эллип-

тических задач. Если s не меньше порядка уравнения, то это про-

странства обычных функций с гладкостью, повышающейся с ростом

s. При отрицательных s используется транспозиция –– переход к со-

пряженной задаче –– и получаются пространства обобщенных функ-

ций, при промежуточных s используется интерполяция. Книга []

доступна и хорошо известна, и мы не останавливались на описании

этих результатов, отметим только, что для транспозиции простран-

ства для гладких решений и правых частей сопряженной задачи

строятся там «заново», чтобы после транспозиции иметь простран-

ства обобщенных функций в области Ω. Таким пространством со-

пряженное к H s(Ω) пространство eH−s(Ω) при s> 1/2 не является,

поскольку содержит функционалы, сосредоточенные на границе.

Сопряженный оператор к оператору, отвечающему эллиптиче-

ской задаче, существует, конечно, и для задач, в которых граничные

условия не являются нормальными, и он тоже допускает содержа-

тельное исследование и использование. См., например, [].

Остановимся на другом подходе к рассмотрению общих эл-

липтических задач при всех значениях параметра s. Ему посвя-

щена монография Я. А. Ройтберга [], которой предшествовали

работы Ю. М. Березанского, С. Г. Крейна и Я. А. Ройтберга (см., на-

пример, []), а также многочисленные работы Я. А. Ройтберга

и других математиков. Эта тема освещена также в монографии

Ю. М. Березанского [].

Рассмотрим эллиптическую задачу (..), (..) в ограничен-

ной области Ω для простоты с бесконечно гладкой границей Γ и по-

рядками rj граничных операторов ниже порядка системы. Введем

пространство Hs(Ω, Γ), состоящее из наборов U = (u, u1, …, u2l).

Очень грубо говоря, u будет решением эллиптического уравнения

в Ω, а u j –– следами в обобщенном в общем случае смысле от его

производных по нормали порядков 0, …, 2l−1.

Более точно, u –– функция из H s(Ω), если s¾0, и из eH s(Ω), если

s< 0, а u j принадлежат H s− j+1/2(Γ). Для простоты исключим полу-

целые s между нулем и 2l. Если s> 2l − 1/2, то u j с j ¾ 1 –– следы

производных ∂ j−1
ν u по нормали на границе от u в H s− j+1/2(Γ), они

в этом случае существуют в обычном смысле. Если s< 1/2, то u j ––

произвольные элементы из H s− j+1/2(Γ). Для промежуточных s это
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следы нормальных производных порядка j − 1 в H s− j+1/2(Γ), пока

они существуют в обычном смысле, и произвольные элементы из

этого пространства для остальных j. В этом пространстве Hs(Ω, Γ)

вводится норма

‖U‖Hs(Ω,Γ) =

�
‖u‖2H s(Ω)+

2l∑
1

‖u j‖2H s− j+1/2(Γ)

�1/2
, (..)

где ‖u‖H s(Ω) заменяется на ‖u‖ eH s(Ω) при отрицательных s. Прове-

ряется, что это полное пространство и что в нем плотен линеал,

состоящий из «гладких» наборов U = (u, u1, …, u2l), где функция u
принадлежит C∞(¯̄Ω), а u j –– следы ее нормальных производных.

Отвечающий задаче (..), (..) оператор A рассматривается

как действующий из этого пространства в прямое произведение

) пространства H s−2l(Ω) при s¾ 2l и eH s−2l(Ω) при s< 2l и ) про-

странств H s−rj−1/2(Γ) ( j = 1, …, l) с соответствующей нормой. Все

коэффициенты предполагаются бесконечно гладкими. Само дей-

ствие определяется так: любой элемент U аппроксимируется глад-

кими элементами Uk в пространстве Hs(Ω, Γ) (k→∞), тогда AUk

имеет обычный смысл; проверяется, что предел ( f , g1, …, gl) суще-

ствует и не зависит от выбора аппроксимирующей последователь-

ности. Этот предел и принимается за AU .

Основной результат состоит в том, что эллиптичность эквива-

лентна фредгольмовости, причем индекс не зависит от s. Получа-

ется и локальная теорема о повышении гладкости. В случае эллип-

тичности с параметром получается однозначная разрешимость при

больших значениях параметра. Если задача нормальная, то получа-

ется обычное уточнение описания области значений оператора A.

Результаты распространяются на системы, эллиптические по Дугли-

су––Ниренбергу, а также на пространства бесселевых потенциалов

и пространства Бесова с p 6= 2. Разработан ряд приложений. Если

сузить промежуток рассматриваемых s, то можно ослабить предпо-

ложения о гладкости.

Таким образом, главной идеей этой теории является рассмотре-

ние наборов обобщенных решений вместе с их обобщенными нор-

мальными производными и аппроксимация этих наборов обычными

гладкими решениями с их обычными нормальными производными.

В нашем изложении теории общих эллиптических задач не за-

тронуты некоторые темы. Во-первых, это смешанные задачи, в кото-

рых на разных частях границы на решение накладываются разные

граничные условия. Такие задачи часто встречаются в приложени-
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ях, и литература по конкретным смешанным задачам очень боль-

шая. В контексте общей теории эллиптических задач укажем рабо-

ту Шехтера []. Во-вторых, это задачи сопряжения (английский

термин transmission problems), в которых решения подчиняются,

вообще говоря, разным эллиптическим уравнениям, скажем, в двух

граничащих областях и условиям на их общей границе, связываю-

щим граничные значения решений и их производных в этих обла-

стях. В контексте общей теории эллиптических задач см., например,

работы Шехтера [], Ройтберга––Шефтеля [] и Шефтеля [].

В главе III мы рассмотрели некоторые классы смешанных задач и

задач сопряжения для сильно эллиптических систем -го порядка

в липшицевых областях.

Задачи с параметром становятся сложными, если параметру

нельзя приписать определенный вес относительно дифференци-

рования. Спектральные задачи такого вида для систем Дуглиса––

Ниренберга первым рассмотрел А. Н. Кожевников (см., например,

[]). Затем такие задачи с других позиций изучали Л. Р. Волевич,

Р. Денк и Р. Менникен (см., например, []), Л. Р. Волевич и Р. Денк

(см., например, [, ]).

Б. Ю. Стернин рассмотрел эллиптические уравнения с заданием

граничных условий на подмногообразиях любой размерности [].

Большая литература посвящена эллиптическим задачам с вы-

рождением. В задаче с косой производной, о которой мы упоминали

в п. ., вырождение имеет место в тех точках границы, где направ-

ление дифференцирования является касательным к ней (если такие

точки есть): там нарушается условие Лопатинского. Такая задача

в областях с гладкой границей исследовалась во многих работах, см.

обзор C. З. Левендорского и Б. П. Панеяха []. См. также статью

М. И. Вишика и В. В. Грушина [].

.. К главе III.

К § .

Теорема .. –– это часть более общего утверждения:

Пусть функция ϕ(x) задана в открытой окрестности измери-
мого множества E в Rn. Тогда она дифференцируема почти во всех
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точках из E в том и только в том случае, если для почти всех x0∈ E

f (x0
+ y)− f (x0) = O(|y|) при |y| → 0

без предположения о равномерности по x0 этой оценки.

Это утверждение названо в главе VIII книги И. Стейна [] «зна-

менитой теоремой Данжуа, Радемахера и Степанова» со ссылкой

только на книгу С. Сакса [, гл. IX]. Оно доказывается в этих кни-

гах, а также в книге Х. Уитни [, гл. IX, п. ], но с использованием

предыдущего материала этих книг. В нашем «автономном» изло-

жении мы в основном следовали работе В. В. Степанова [], где

рассмотрен двумерный случай и упомянуто без пояснений, что до-

казательство проходит и в многомерном случае. В. В. Степанов так-

же построил пример непрерывной функции, имеющей все первые

частные производные почти всюду, но не дифференцируемой ни

в одной точке.

Мы совсем не затрагиваем функциональные пространства в об-

ластях и на поверхностях, более общих, чем липшицевы. Начальную

информацию на эту тему можно найти в книгах Гривара [] и Ма-

клина [].

К § .

До оператора Рычкова в литературе наиболее употребительны

были операторы продолжения (через границу липшицевой обла-

сти), построенные Кальдероном [] (см. также [], Appendix A)

и Стейном [] для пространств Hk
p с целыми неотрицательными k.

Оператор Стейна в отличие от оператора Кальдерона не зависит от

k и охватывает значения p=1 и p=∞.

Свой универсальный оператор продолжения В. C. Рычков по-

строил в [] для общих пространств Трибеля––Лизоркина и Бе-

сова, мы упоминаем об этом в § . В нелегком доказательстве он

использует «максимальные функции Петре», которых не остается

в окончательной формулировке, в том числе и во «внутреннем» опи-

сании интересующих нас пространств в специальных липшицевых

областях, которое и само по себе интересно. Стараясь упростить

изложение, мы ограничились пространствами H s. Удалось получить

достаточно прозрачное вспомогательное предложение .. для

этого случая, позволившее освободиться от использования макси-

мальных функций. Еще отметим, что в отличие от [] мы обхо-
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димся без итерации конструкции из п. . и что в представлении

функций из H s(Ω) у нас получилась сходимость рядов в нормах этих

пространств.

К §§  и .

К п. ..

Имеется абстрактный подход к выводу формул Грина, близких

к используемым нами и приложимых к интересующим нас задачам.

См. [], [], [] и указанную там литературу.

К п. ..

Здесь, на наш взгляд, интересны разложение Вейля и его приме-

нение, в частности, сведе́ние полной задачи Неймана с неоднознач-

но определяемыми правыми частями к неполным задачам Дирихле

и Неймана с однозначно определяемыми правыми частями [].

К п. ..

Общие смешанные задачи в липшицевых областях рассмотре-

ны, например, в работе Б. B. Пальцева [] и книге Маклина [].

Отметим, что часто требуется деление границы на много частей.

См., например, книгу В. И. Лебедева и В. И. Агошкова []. Подход

с использованием пространств H s(Ω; Γ1) работает и в этом случае.

К пп. . и ..

В отношении смешанных задач мы уже отметили, что им посвя-

щена очень большая литература. Это относится к областям с глад-

кой и негладкой границей. В книгах [] и [] можно найти явные

непростые формулы для решения некоторых конкретных смешан-

ных задач. Даже если поверхности Γ1 и Γ2 и «ребро» гладкие, реше-

ние может иметь особенность вблизи ребра, и очень много внима-

ния было уделено анализу этой особенности. Часто накладывалось

дополнительное геометрическое условие в точках ребра, состоящее,

грубо говоря, в том, что угол между нормалями к Γ1 и Γ2 в этих

точках меньше π и равномерно отделен от π. См., например, [],

[] и []. Эти вопросы мы не затрагивали.

В нескольких работах немецких и грузинских математиков рас-

смотрены смешанные задачи для уравнения Лапласа––Гельмгольца
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и систем теории упругости (система Ламе и системы анизотропной

упругости) в случае гладких Γ1, Γ2 и ∂Γ j; определяется вариацион-

ное решение, задача сводится к уравнениям на границе при помо-

щи операторов типа потенциала, которые являются псевдодиффе-

ренциальными операторами, и эффективно находится асимптоти-

ка решения вблизи ребра. Назовем работы Е. Стефана [], []

и Д. Г. Натрошвили, О. О. Чкадуа, Е. М. Шаргородского []. Из этих

работ мы взяли подход к вариационному решению при помощи

потенциалов, обобщив его на сильно эллиптические системы -го

порядка в липшицевой области. При наших предположениях полу-

чился некоторый результат о гладкости (слабее, чем в указанных

работах с сильными предположениями о гладкости коэффициентов

и частей границы), но без асимптотики. Это результаты из [], где

рассмотрены также спектральные задачи.

В работах Стефана [], [], [], Дудучавы, Натрошвили,

Шаргородского [], Дудучавы––Вендланда [], Дудучавы––На-

трошвили [] для тех же уравнений и систем исследованы задачи

с граничными условиями на гладкой поверхности с гладким краем

при помощи потенциалов и выяснена асимптотика решения возле

этого края. Снова мы заимствовали подход при помощи потенци-

алов, обобщив его на сильно эллиптические системы -го порядка

в области с липшицевой границей, и получили некоторый результат

о регулярности. Это результаты из [], где тоже рассмотрены

спектральные задачи.

К п. ..

Задачи со спектральным параметром в условиях сопряжения

для уравнения Гельмгольца предложили физики Б. З. Каценелен-

баум, Н. Н. Войтович и А. Н. Сивов, см. [] и []. Идея состояла

в том, чтобы для этого уравнения в Rn или неограниченной обла-

сти иметь задачи с таким спектральным параметром, что спектр

дискретен. Автору довелось в этих книгах исследовать эти задачи

средствами теории несамосопряженных операторов и теории эл-

липтических псевдодифференциальных операторов.

К п. ..

Этот пункт включен и в []; он подсказан вопросами, которые

автору задали Е. Крыпчук и С. Е. Михайлов в сентябре  года.
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.. К главе IV.

К § .

Теория интерполяции в банаховых пространствах распростра-

няется на квазибанаховы пространства. См., в частности, [].

К § .

Определения, с которых мы здесь начинаем, как и раньше, наи-

более приближены к работам по уравнениям в частных производ-

ных, в которых эти определения используются, включая работы по

уравнениям в липшицевых областях. См., например, [], [].

Но обойтись без появившихся позднее «дискретных определений»

уже нельзя.

Существуют другие определения тех же пространств с s> 0 ––

при помощи разностей вместо производных, а также при помо-

щи аппроксимаций, например, целыми аналитическими функция-

ми экспоненциального типа. См., например, [], [], [], [].

Относительно пространств с тремя индексами см., например,

[], [], [, , ]. Как указано в [], первоначальные опре-

деления принадлежат следующим математикам:

О. В. Бесов (Bs
p,q, s>0, 1¶ p, q¶∞) [, ];

М. Тейблсон (Bs
p,q, s∈R) [];

П. И. Лизоркин (F s
p,q, s>0, 1< p, q<∞) [, ];

X. Трибель (F s
p,q, s∈R, 1< p, q<∞) [];

Ж. Петре (Bs
p,q и F s

p,q, 0< p, q¶∞) [, ]).

К § .

Аналоги этих результатов в пространствах с тремя индексами

есть в [], см. также [].

В монографиях [] и [] рассматриваются менее общие линей-

ные задачи, но предположения о гладкости в них минимизируются,

при этом излагаются очень глубокие результаты для скалярного слу-

чая (Де Джорджи, Нэша и Мозера).

K § .

К п. ..

В значительной степени мы следуем здесь работе Саваре [].

Доказательство изложено легче, чем в []. C большой пользой оно

обсуждалось с Т. А. Суслиной. В частности, она предложила исполь-
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зовать формулу (..) и обратила внимание на то, что предполо-

жение о неотрицательности (..) не нужно в задаче Дирихле, а в

задаче Неймана нужно только вблизи границы.

K п. ..

В теореме .. предположение о липшицевости коэффициен-

тов и оценка взяты из [, гл. ]. Но там рассматривается скалярное

уравнение с вещественными коэффициентами и его специфика ис-

пользуется. У Ниренберга коэффициенты a j,k и b j принадлежат C1.

Ниренберг рассматривает также уравнения и системы высокого

порядка и при усилении предположений о гладкости коэффициен-

тов и границы получает более сильные утверждения о гладкости ре-

шения. Вариационные решения задачи Дирихле оказываются глад-

кими обычными решениями, так что и в общем случае из сильной

эллиптичности системы следует эллиптичность задачи Дирихле.

Теперь мы хотим указать несколько направлений исследований

задач в липшицевых областях, не отраженных в нашей книге.

. Мы не рассматривали задачи в областях, дополнительных

к ограниченным. Здесь на первый план выступает выбор фундамен-

тального решения и отвечающих ему условий для решений на беско-

нечности. Например, в случае уравнения Гельмгольца ∆u+ k2u= 0,

k>0, это условия излучения, которые приводятся в учебниках мате-

матической физики. Решения, локально принадлежащие прежним

пространствам, подчиняются аналогичным условиям и благодаря

этому допускают представления через скачки на границе. См. [],

[, ], [], [, ].

. Очень много работ посвящено специально задачам в полиэд-

ральных областях и «криволинейных полиэдрах». Укажем, в частно-

сти, монографии Гривара [], Дож [] и Мазьи––Россмана [].

. Система Стокса. Это линеаризация уравнений Навье––Стокса

движений вязкой несжимаемой жидкости. В стационарном вариан-

те система Стокса имеет вид

−ν∆u+grad p = f ,

div u = 0,
(..)

и рассматривать ее можно в ограниченной липшицевой области Ω.

Здесь u= (u1, …, un)′ –– скорость жидкости, p –– давление, ν –– поло-
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жительная постоянная (кинематический коэффициент вязкости).

Простейшее граничное условие –– однородное условие Дирихле:

u+ = 0. (..)

Для нас сейчас интересно то обстоятельство, что система Стокса

является «сильно эллиптической в подпространстве» (точнее, в нем

справедливо неравенство Гординга), а именно в подпространстве V
пространства H̊1(Ω), состоящем из функций с нулевой дивергенци-

ей. Пусть функции u и v принадлежат V .

Умножая первое уравнение скалярно на v и интегрируя по ча-

стям, получаем

νΦΩ(u, v) = ( f , v)Ω, (..)

где

ΦΩ(u, v) =
∫

Ω

∇u ·∇¯̄v dx, (..)

так как

(grad p, v)Ω = (p, div v)Ω = 0.

С учетом нулевого граничного условия (см. замечание ..) полу-

чается неравенство

‖u‖2V ¶ CΦΩ(u, u), (..)

и если предположить, что f принадлежит сопряженному к V про-

странству, то решение u существует и единственно в V . Имея u,

можно искать p∈ L2(Ω) из первого уравнения в системе (..).

За дальнейшими подробностями читатель может обратиться,

например, к книге Р. Темама []. Литература по уравнениям На-

вье––Стокса и Стокса чрезвычайно обширна. В частности, полезно

смотреть [], [], [] и указанную там литературу.

. Стационарная система Максвелла в простейшем случае имеет

вид

rot E− ikH = 0,

rot H+ ikE = J
(..)

(см., например, []). Здесь E, H –– вектор-функции в трехмерной

области (комплексные амплитуды электрического и магнитного

полей), k –– волновое число, J –– плотность сторонних токов. Хотя

очень важны внешние задачи и задачи в Rn c условиями сопряже-

ния на компактной замкнутой поверхности, есть и содержательная
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задача в ограниченной области с граничным условием

ν× E = 0 на Γ (..)

(резонатор с металлической стенкой). Система Максвелла, как и си-

стема Стокса, не эллиптична, но есть разные подходы к выявлению

ее «скрытой» эллиптичности или сильной эллиптичности. Упомя-

нем, что непосредственно из (..) вытекает (так как div rot= 0)

соотношение div E= J1, которое на границе можно добавить к гра-

ничному условию (..):

div E = J1 на Γ. (..)

Из (..) вытекает также (так как rot rot=−∆+ grad div) вектор-
ное уравнение Гельмгольца

∆E+ k2E = F в Ω. (..)

Получается, как нетрудно проверить, эллиптическая задача для век-

торного уравнения Гельмгольца c граничными условиями (..),

(..), правда, не эквивалентная исходной, но она интересна и са-

ма по себе.

Система Максвелла изучалась в огромном числе работ, в частно-

сти, в липшицевых областях. Мы ограничимся указанием несколь-

ких работ: [], [], [].

. Разработка теории классических задач для сильно эллипти-

ческих уравнений в липшицевых областях, начиная с уравнения

Лапласа, совсем в другом направлении, чем наше, ведет начало от

работ Б. Дальберга, А. Кальдерона, Д. Джерисона и К. Кенига. В част-

ности, см. работу Кальдерона [], обзорную статью [] и мо-

нографию К. Кенига [] с обширной литературой. Эта теория не

отражена в основном тексте нашей книги. Часто это направление

называют программой Кальдерона. Работ в этом направлении мно-

го, в нашем списке литературы они отражены далеко не полностью.

Здесь мы очень кратко остановимся на нем и приведем несколько

ссылок на литературу.

Первоначальная постановка задачи Дирихле была следующей.

Пусть уравнение однородно: Lu=0. В граничном условии Дирихле

u+ = g правая часть принадлежит L2(Γ) или H1(Γ). Соответству-

ющих теорем о следах в рамках теории соболевских пространств

нет. Используется некасательная сходимость, которую мы сейчас

определим. Смысл условию Дирихле в первой постановке придается
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такой: имеется в виду поточечная сходимость

u( y)→ g(x) при K(x) ∋ y → x (..)

для почти всех x ∈Γ. Здесь {K(x)} –– регулярное семейство конусов

в Ω с вершинами во всех точках на Γ. Эта сходимость контролиру-

ется максимальной функцией на Γ

u∗(x) = max |u( y)|, y ∈ K(x), (..)

для которой в случае однозначной разрешимости выводится апри-

орная оценка

‖u∗‖L2(Γ) ¶ C‖g‖L2(Γ) (..)

или аналогичное неравенство в Lp-нормах. Во второй постановке

требуется аналогичная сходимость первых производных решения;

при этом оценивается максимальная функция его градиента через

H1-норму функции g. Близкий смысл придается граничному усло-

вию Неймана T+u = h с правой частью из L2(Γ) или Lp(Γ), при

этом снова оценивается максимальная функция градиента. Иссле-

дования в значительной степени нацелены на выяснение того, для

каких p получаются результаты об однозначной разрешимости или

фредгольмовости задач.

Таким образом, в этой теории «стартовые» точки –– это гранич-

ные точки (±1/2, 1/2) нашего квадрата Q, тогда как у нас стартовая

точка –– центр (0, 1/2) этого квадрата.

Нелегкий и наиболее важный технический аппарат –– операто-

ры типа потенциала (простого или двойного слоя), заданные клас-

сическими интегральными формулами. Существенным этапом бы-

ла работа [] об уравнении Лапласа в C1-области. Сразу выясни-

лось, что прежде всего нужна теорема об ограниченности сингуляр-

ного интегрального оператора на липшицевой поверхности. В ра-

боте Кальдерона [] она была доказана для липшицевой поверх-

ности с малыми липшицевыми постоянными, и возникла важная

проблема ее обобщения на произвольные липшицевы поверхности.

Она была решена в работе Койфмана, Макинтоша и Мейера []

для случая уравнений с постоянными коэффициентами. На общий

случай ее распространили М. Митреа и М. Тейлор [].

На основе теоремы из [] важные результаты для уравнения

Лапласа в липшицевой области получил Г. Веркота []. Для до-

казательства разрешимости уравнений на границе он использовал
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тождества Реллиха в сочетании с аппроксимацией липшицевой гра-

ницы гладкими границами (см. предложение ..), для которых

разрешимость получается сравнительно легко.

Другие авторы тоже использовали тождества Реллиха, чем опре-

делилась общность возможных обобщений. В случае задачи Дири-

хле удалось справиться с произвольными сильно эллиптическими

системами -го порядка, имеющими формально самосопряженную

главную часть. См. []. В случае задачи Неймана –– с общим ска-

лярным уравнением, а также с системой Ламе, для которой такие

неравенства были специально доказаны [].

Для уравнения Лапласа––Пуассона и позднее Бельтрами––Ла-

пласа исследовался вопрос о распространении результатов на воз-

можно более широкую область точек (в наших обозначениях) (s, t)

в квадрате Q. Задача Дирихле для уравнения Лапласа была рас-

смотрена в работе [], затем в [] и [], а наиболее общие

результаты для уравнения Бельтрами––Лапласа получены в рабо-

тах Митреа и Тейлора, см. []. Использовались очень глубокие

результаты, специфические для теории гармонических функций,

проведен непростой анализ задач в граничных точках квадрата Q
(чего мы не касались), использовались тонкие интерполяционные

теоремы. Положительные результаты получены для всех точек ше-

стиугольника в квадрате Q между прямыми s= t−1/2±ǫ, где ǫ>0

зависит от области Ω. Получить результаты для всего квадрата Q
в общем случае нельзя, указания на наличие подпирающих приме-

ров можно найти, в частности, в [] и []. См. также наш п. ..

С другой стороны, в случае границ класса C1 результаты верны для

всего квадрата Q, это выводится из [].

См. также [], [, ], [–], [].

В наших §§ ,  и  по существу излагается альтернативная

теория, намного более близкая к классической постановке вариа-

ционных задач, которой придерживалось и придерживается боль-

шинство авторов. Эта теория восходит к работам Костабеля [,]

и книге Маклина []. Личный вклад автора в нее содержит, в част-

ности, идею использования разложений Вейля пространства реше-

ний (пп. . и .), теоремы о регулярности решений (пп. .––

.) и о связи между операторами на границе (п. .), уравнения

на границе для смешанных задач (п. .), задач на незамкнутой

поверхности (п. .) и общих задач сопряжения (п. .), а также

спектральные задачи со спектральным параметром в граничных
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условиях или условиях сопряжения [–, ]. В отличие от ра-

бот [, ], бо́льшей части книги [] и книги [, гл. ] мы не

предполагаем коэффициенты бесконечно гладкими.

. В [] рассмотрены задачи Дирихле и Неймана для систем

высших порядков, эллиптических по Дуглису––Ниренбергу, в лип-

шицевой области. Сначала граничные условия предполагаются од-

нородными; постановку задач мы объяснили в п. .. Сильная эл-

липтичность влечет коэрцитивность в случае задачи Дирихле [],

в случае задачи Неймана коэрцитивность предполагается, указыва-

ются некоторые достаточные для нее условия. Обобщается теоре-

ма Саваре (см. п. .) на системы высших порядков с эрмитовой

главной частью, и указывается возможность применения теоремы

Шнейберга. (Замечание о применимости теоремы Шнейберга к за-

даче Дирихле для систем высших порядков было сделано раньше

в работе []. Еще раньше в применении к более специальным

уравнениям она использовалась, например, в работах [], []

и [].)

Затем результаты для задачи Дирихле обобщаются на случай

неоднородных граничных условий. Предполагается, что есть функ-

ция, являющаяся носителем данных Дирихле. Но приходится ми-

риться с тем, что следы ее нормальных производных на липшицевой

границе существуют только в пространствах малой гладкости. Од-

нако эта постановка углубляется с использованием понятия набора
Уитни, введенного в работе Веркоты []. См. также [] и [].

Остановимся на этом понятии.

Будем предполагать, что q –– целое неотрицательное число и σ∈
∈ (q, q+1).

Пусть сначала u(x) –– функция из C∞
0 (Rn). Рассмотрим набор

ẇ(x) = {wα(x)} следов wα(x) на Γ всевозможных производных

∂αu(x) порядка |α|¶ q. Заметим, что они фактически принадлежат

H1
p (Γ), так как их касательные производные принадлежат Lp(Γ),

и что выполнены следующие условия согласованности: для всех

возможных значений индексов

[ν j(x)∂k−νk(x)∂ j]wα(x) = ν j(x)wα+ek
(x)−νk(x)wα+e j

(x) (..)

при |α| ¶ q − 1, где ν = (ν1, …, νn) –– единичная внешняя нормаль

и ek –– мультииндекс из нулей и единиц с единицей только на k-м

месте. Это следует из того, что слева и справа записаны следы одних

и тех же производных. Такие наборы назовем гладкими.
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Обозначим через Πσp (Γ) пространство наборов ẇ = {wα}|α|¶q

функций wα(x) на Γ, принадлежащих H1
p(Γ) при |α|< q и Bσ−q

p (Γ)

при |α|= q. Введем в Πσp (Γ) норму

‖ẇ‖Πσp (Γ) =
∑
|α|<q

‖wα‖H1
p (Γ)+
∑
|α|=q

‖wα‖Bσ−q
p (Γ). (..)

Это, конечно, банахово пространство.

Гладкие наборы образуют линеал в Πσp (Γ). Замыкание этого ли-

неала обозначим через WAσp (Γ), а элементы ẇ этого замыкания на-

зовем наборами Уитни порядка (σ, p) на Γ. Другое, эквивалентное

определение приведено ниже.

Пусть теперь u(x) –– функция из Hσ+1/p
p (Ω). Тогда можно обра-

зовать набор {∂αu(x)} из значений ее производных порядка |α|¶ q
на Γ, тоже имеющий конечную норму (..). Утверждается, что

это набор Уитни. Действительно, функцию u(x) можно продолжить

до функции из Hσ+1/p
p (Rn) c компактным носителем [] и там

аппроксимировать бесконечно гладкими финитными функциями

uk(x) в норме этого пространства. Тогда наборы Уитни {∂αuk(x)}

будут сходиться к набору {∂αu(x)} в пространстве Πσp (Γ). Предель-

ным переходом получаются условия согласованности (..).

Приведем теорему, известную специалистам; в общем случае

она проверена в [] c использованием результатов из книги []

и работы [].

Теорема ... Пусть ẇ = {wα} ∈ Πσp (Γ), q < σ < q + 1, и для
wα выполнены условия согласованности (..). Тогда существует
такая функция u∈Hσ+1/p

p (Ω), что следы ее производных ∂αu(x)|Γ об-
разуют набор ẇ. Оператор Eq : ẇ→u линеен, ограничен в указанных
пространствах и зависит только от q.

Из этой теоремы вытекает, что данное выше определение про-

странства WAσp (Γ) равносильно следующему: это подпространство

в Πσp (Γ), состоящее из наборов ẇ = {wα}, которые удовлетворяют

условиям согласованности.

Сказанное позволяет считать, что в задаче Дирихле с неоднород-

ными граничными условиями задается набор Уитни ẇ(x), который

должен быть набором из значений производных решения на гра-

нице. По нему строится функция u0, для которой этот набор явля-

ется набором из значений ее производных на границе. Затем уже

решается задача Дирихле с однородными граничными условиями

для u−u0.
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Наиболее простое и интересное для приложений из уравнений

высших порядков –– бигармоническое уравнение ∆2u= f .

Имеется много работ по эллиптическим уравнениям высших по-

рядков, в том числе в рамках программы Кальдерона; кроме упомя-

нутых выше, можно указать, в частности, работы [], [], [].

. Отметим еще, что в ряде работ успешно изучались задачи

для общего уравнения -го порядка, в том числе смешанные, в про-

странствах H1
p для решений. В нашем квадрате Q это диагональ

s+ t=1/2. См., например, [], [] и приведенные там ссылки.

К пп. ., . и ..

Этот материал был включен в книгу накануне ее передачи в ти-

пографию. Автор продумывал и обсуждал его вместе с А. М. Селиц-

ким, и новые результаты были получены совместно. Наша с ним

статья будет опубликована предположительно в журнале «Функци-

ональный анализ и его приложения» (, т. , вып. ).

Как мы уже упоминали, исследованию проблемы Като посвяще-

на обширная литература. Давно были получены полные результаты

для задач Дирихле и Неймана в липшицевых областях и некоторых

других задач, см., например, [], [], [] и приведенные там

ссылки. Важные результаты принадлежат Аушеру––Чамитчану, Ма-

кинтошу и другим математикам. Наша литература содержит только

несколько работ этого направления; но в них можно найти дальней-

шие ссылки.

Терминология в этих работах как правило расходится с нашей,

но объясняется, так что эти расхождения не затруднят читателя.

Главное внимание в этих работах уделялось оператору A2, хотя

оператор A1 был известен, как и эквивалентности утверждений от-

носительно этих операторов, упомянутые в п. .. В нашем же под-

ходе очень существенно используются возможность одновременно-

го рассмотрения этих операторов и некоторые специфические свой-

ства решений уравнения A1u= f . При помощи оператора A1 реша-

ется проблема Като для оператора A2, что, в свою очередь, влечет

нужные результаты для оператора A1. По-видимому этот подход за-

служивает внимания благодаря простоте и единообразию рассмот-

рений. Результаты для оператора A1, на наш взгляд, не менее инте-

ресны, чем решение проблемы Като для оператора A2.

В частности, удалось избежать рассмотрений сначала в Rn, по-

лупространстве и неограниченных «специальных» липшицевых об-
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ластях. Этот путь пройден в [, ]. Хотя задачи в Rn и неогра-

ниченных областях или с неограниченными потенциалами содер-

жательны, они не рассмотрены. Но, например, результаты в Rn для

систем с коэффициентами малой гладкости нетрудно получить, от-

казавшись от предположения о компактности вложений (..),

при надлежащем предположении о сильной коэрцитивности соот-

ветствующей формы на H1.

Также для простоты не преследовалась цель абсолютной мини-

мизации предположений о гладкости коэффициентов системы. В от-

ношении старших коэффициентов достаточно предполагать, что это

мультипликаторы в пространствах H s(Ω) с малыми |s|. «Средние»

коэффициенты можно предполагать ограниченными и измеримыми

(как и младший коэффициент), по крайней мере, в случаях задач

Дирихле, Неймана и смешанной задачи в силу следующих соображе-

ний из []. Полный оператор, например, в задаче Дирихле является

слабым возмущением оператора без средних членов. Получив резуль-

таты для последнего, мы пользуемся тем, что средние коэффициенты

не влияют на область определения соответствующего оператора A2

(cм. п. .). В силу теоремы .. они не влияют на D(A1/2
2 ), так

что равенство D(A1/2
2 )=H1 сохраняется при добавлении средних

членов. Как следствие верно и аналогичное равенство для D(A∗1/22 ).

Далее, нам не пришлось рассматривать только скалярный опе-

ратор div(a(x)∇) или имитировать его структуру (ср. с []).

В матричном случае нам не пришлось строить сложную факториза-

цию с использованием оператора типа Дирака (ср. с []): по суще-

ству нам хватило факторизации (..). Не потребовала отдельного

рассмотрения и простейшая смешанная задача (cр. с [] и []).

Наш подход применим и к задачам для систем высших порядков

(их предполагается рассмотреть в отдельной заметке), ср. с [].

А. М. Селицкий предполагает опубликовать работу с приложения-

ми нашего подхода к дифференциально-разностным операторам.

Граничные операторы по-видимому в литературе по проблеме Като

раньше не обсуждались.

Мы не упоминали H∞-ограниченное функциональное исчис-

ление (cм., в частности, [], []), на самом деле его наличие

для A1 эквивалентно справедливости основных теорем в п. ., см.

Арендт [], и это содержательный факт.

Отметим, что интересны также «бисекториальные операторы»,

упоминаемые в литературе по проблеме Като, со спектром в двух
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вертикальных углах с биссектрисойR раствора меньше π. Сили рас-

смотрел в гладком случае именно такую ситуацию, пользуясь усло-

виями эллиптичности с параметром []. Можно отметить, что, по

крайней мере, теорема Лакса––Мильграма допускает применение в

этом случае к задачам в липшицевых областях.

Проблема Като рассматривалась и в банаховых пространствах

[], []. Возможно, наши результаты удастся распространить на

пространства H s
p (s=±1, 0) с p, близкими к 2.

.. К § .

К п. ..

Операторы, которые теперь называют фредгольмовыми, рань-

ше часто называли нётеровыми (в честь Ф. Нётера, у которого они

появились в начале -х гг. XX в. при исследовании одномерных

сингулярных интегральных уравнений), при этом фредгольмовыми

называли нётеровы операторы с нулевым индексом. Об исследова-

ниях Фредгольма по интегральным уравнениям читатель, конечно,

наслышан.



Предметный указатель

Аппроксимация липшицевой

поверхности 

Банахова пара 

Вариационная задача 

Гиперсингулярный оператор 

Главный символ , 

Дискретное представление

функций , 

Дискретные нормы , , 

Дискретный спектр 

Дополняемое подпространство ,



Дробные степени операторов ,

, 

Задача Дирихле , , , ,

, , 

— Неймана , , , , ,

, 

—, проблема выбора правых

частей , , 

— c косой производной , 

— смешанная , , 

— сопряжения , , 

— Робена 

— Пуанкаре––Стеклова , 

— с косой производной 

— смешанная , 

— сопряжения , 

Задачи с граничными условиями

на незамкнутой поверхности

, 

Индекс фредгольмова оператора

, 

Интерполяционная пара

пространств 

Интерполяция вещественная 

— комплексная 

— обратимости 

— повторная (теоремы о

реитерации) 

— пространств H и B , , ,



Исчисление

псевдодифференциальных

операторов 

Квазипараметрикс 

Конормальная производная 

— — гладкая 

Коретракция 

Коэрцитивность формы , 

— — сильная , , , 

— — на липшицевой границе

сильная , , 

Коядро оператора 

Липшицева область 

— — специальная , 

— поверхность 

— — почти гладкая 

— постоянная 

Лопатинского условие 

Луч максимального убывания

нормы резольвенты 

Максимальная функция на

липшицевой границе 

Метод замораживания

коэффициентов , , 

— Ниренберга разностных

отношений 



Предметный указатель 

Мультипликатор 

— Фурье 

Набор Уитни на липшицевой

границе 

Некасательная сходимость 

Неравенство Гординга , , 

— Корна (второе) 

— Фридрихса 

— Юнга 

Оператор Бельтрами––Лапласа 

—, близкий к самосопряженному



— позитивный 

— продолжения нулем , 

— — Сили 

— — универсальный Рычкова ,



— — Хестенса , 

— с дискретным спектром 

— с компактной резольвентой 

— сингулярный интегральный ,



— фредгольмов 

— Λ
t , 

Операторы на липшицевой

границе A , B , bB , D
, N , H 

Параметрикс двусторонний 

— квалифицированный , 

— левый 

— правый 

Полнота системы векторов 

Полугруппа операторов 

Порядок компактного оператора



— псевдодифференциального

оператора 

Потенциал двойного слоя , 

— простого слоя , 

Проблема Като , 

Программа Кальдерона 

Проекторы Кальдерона , ,



Пространства Bs
p О. В. Бесова 

— Bs
p,q О. В. Бесова 

— C s
b(Rn), Cm,θ

b (Rn), Cm,1
b (Rn) 

— C s(Ω), Cm,θ (Ω), Cm,1(Ω) 

— F s
p,q Трибеля––Лизоркина 

— H s бесселевых потенциалов ,



— eH s , 

— H̊ s , 

— H s
p бесселевых потенциалов 

— Lp 

— W s
p С. Л. Соболева –– Л. Н. Слобо-

децкого , 

— в липшицевых областях и на

липшицевых поверхностях ,



Пространство квазибанахово 

Псевдодифференциальный

оператор 

— — на торе 

— — эллиптический 

Разложение Вейля функций

в области , , , 

Ретракция 

Свойство конуса границы 

Система анизотропной упругости



— граничных операторов

нормальная 

— Дирихле граничных операторов



— Ламе , 

— Максвелла 

— Стокса 

Скачки потенциалов и их

конормальных производных 

Скачки решения и его

конормальной производной 



 Предметный указатель

Склейка функций

в полупространствах 

Слабое возмущение

самосопряженного оператора



След функции (граничное

значение) , , , 

Сопряженность в смысле теории

операторов в банаховых

пространствах 

— — — — — в гильбертовом

пространстве 

Спектральные задачи , , ,

, , 

Теорема Вольфа 

— Лакса––Мильграма 

— о связи между операторами на

липщицевой границе 

— о трех прямых 

— Рисса––Торина 

— Саваре обобщенная 

— Шнейберга 

Теоремы вложения , , , ,

, 

— о двойственности (дуальности)

пространств , , , , 

— — о построении функций по

следам , , , , 

— — регулярности решений , ,

, , , 

— — следах и граничных

значениях функций , , ,



— — структуре линейных

функционалов , , , , ,

, 

— об отождествлении пространств

, , , 

— Хаусдорфа––Юнга 

Тождества Реллиха 

Усреднение функции 

Уравнение Гельмгольца векторное



Формально сопряженные задачи



— — операторы , 

Формула представления решений

через скачки 

Формулы Грина , , 

Фредгольмовость оператора 

Шаудеровские оценки 

Экстраполяция обратимости 

Эллиптическая задача 

Эллиптичность оператора 

— системы по

Дуглису––Ниренбергу 

— правильная 

— псевдодифференциального

оператора 

— c параметром , , 

— сильная , , 

Ядро оператора 
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296. Savaré G. Regularity results for elliptic equations in Lipschitz domains //

J. Funct. Anal. . V. . P. ––.
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